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A propos de cette édition

Le présent manuel constitue une réécriture et une nouvelle édition des notes de cours MAT1006 — Arithmétique et

géomeétrie classique, rédigées par Christophe Hohlweg et diffusées dans leur version du 13 mai 2013 [Hohlweg 2013].

Le contenu original a été réorganisé, reformulé et enrichi de nouvelles figures ainsi que d’explications pédagogiques

supplémentaires.
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Introduction

La géométrie et I’arithmétique classiques restent, encore a ce jour, incontournables dans une formation mathématique.
Premiérement, parce que beaucoup des idées développées depuis la Grece antique sont toujours d’actualité, mais aussi
parce que 1’'un des meilleurs moyens de s’initier au langage et au raisonnement mathématiques, ainsi qu’a 1’algebre
et & la géométrie modernes, consiste a suivre I’évolution des idées mathématiques, depuis la géométrie de 1’école

pythagoricienne jusqu’au début du XIXe siecle.

Pour couvrir la matiere et les notions abordées dans le cours MAT1150 - Arithmétique et géométrie classique de
I'UQAM, il fallait se référer a plusieurs ouvrages de niveau secondaire ou collégial, en francais ou en anglais. J’ai
ressenti le besoin de fournir aux étudiants de ce cours un seul texte regroupant cours et exercices. C’est ainsi qu’est né

ce texte.

Je tiens a remercier tout particulierement et trés chaleureusement Marie-Hélene Descary qui, au mois de mai 2011, a
accepté de transcrire en IZTEX les notes et les dessins manuscrits qui constituaient les deux premiers chapitres de ces
notes de cours. La présentation des idées de ce manuscrit a été grandement améliorée grice a ses suggestions et a ses

commentaires.

Je tiens aussi a remercier tres chaleureusement Catherine Bourbeau, qui a accepté de retravailler et de réviser ce texte

durant I’ét€ 2012 afin de rendre cet ouvrage aussi clair et accessible que possible.

En ce qui concerne la partie arithmétique de ce livre, je suis trés reconnaissant a Jacques Labelle et a Christophe
Reutenauer de m’avoir autorisé a travailler a partir de leurs notes de cours : MAT1000 - Algébre 1, UQAM (1994). Je
remercie également tres chaleureusement Luc Bélair, Eve Paquette et Christophe Reutenauer d’avoir bien voulu lire tres

attentivement ce chapitre et de m’avoir suggéré des modifications qui en ont grandement amélioré le contenu.

Christophe Hohlweg, Montréal, étés 2011 et 2012
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Chapitre 0

Les bases du raisonnement mathématique

0.1 Pourquoi formaliser la pensée mathématique ?

Pour bien des gens, les mathématiques sont souvent synonymes
de calculs ou de chiffres. Nous connaissons tous quelqu’un qui,
lorsqu’il faut convertir des degrés Celsius en Fahrenheit, ou en-
core calculer le rabais d’un article en solde ou estimer la quan-
tité de peinture nécessaire pour repeindre le salon, s’exclame :

«Je n’ai jamais été bon en maths ! ».

Ces situations m’ont toujours fait sourire. Il faut bien mal
connaitre les mathématiques pour les réduire a de simples opé-

rations arithmétiques apprises a la petite école. En réalité, les

additions et les multiplications sont aux mathématiques ce que
Porthographe est & la littérature : indispensables, certes, mais
bien loin d’en constituer 1’essence. Une orthographe impeccable ne suffit pas a écrire un best-seller ; de méme, savoir

calculer ne suffit pas a « faire des mathématiques ».

Les mathématiques forment avant tout un langage, un outil de communication et un mode de pensée rigoureux. Comme
toute langue, elles possédent leur vocabulaire, leur grammaire et leurs régles de composition. Ce chapitre a pour ob-
jectif de présenter les bases de cette communication mathématique : comment formuler une définition, comprendre un

théoréme, distinguer un lemme d’un corollaire, et surtout, comment enchainer ces idées dans un raisonnement cohérent.
En apprenant a lire et a écrire dans ce langage, on découvre que la rigueur n’est pas une contrainte, mais un moyen
d’exprimer la beauté et la logique cachées derriere les formes les plus simples.

0.1.1 Intuition et démonstration

Bien avant d’étre un ensemble de régles et de formules, les mathématiques naissent souvent d’une intuition : une idée
que I’on sent vraie, une régularité observée, un motif qui se répete. Par exemple, apres avoir remarqué que 2 4 2 = 4,

que 3+ 3 = 6etque 4+ 4 = 8, on est naturellement porté a conclure que « doubler un nombre, c’est toujours le

Raisonnement mathématique Page 1/213
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multiplier par deux ». Cette conclusion intuitive est correcte — mais elle le devient réellement a partir du moment ou

on peut la justifier pour tous les nombres par un raisonnement logique, et non seulement par quelques exemples.

C’est 1a toute la différence entre penser que c’est vrai et savoir que c’est vrai. L'intuition, c’est la premiere étincelle qui

éclaire le chemin. La démonstration, c’est la lampe qui nous empéche de nous égarer.

Les grands mathématiciens eux-mémes s’ appuient sur leur intuition — mais ils savent qu’elle peut tromper, et qu’elle

doit étre validée par un raisonnement rigoureux.

0.1.2 Pourquoi la rigueur est essentielle

La rigueur n’est pas un luxe réservé aux puristes; c’est la condition méme qui permet aux mathématiques d’exister
comme science universelle. Dans la vie courante, une idée peut « sembler vraie » et étre acceptée sans preuve. En

mathématiques, rien n’est vrai tant qu’on ne 1’a pas démontré a partir de définitions et de principes admis.

Cette exigence de rigueur a deux vertus :

o Flle garantit la fiabilité des résultats : un théoréme démontré est
vrai partout, toujours, pour quiconque raisonne correctement a

partir des mémes hypotheses ;

e Elle permet la construction d’un savoir cumulatif : chaque résultat

repose sur les précédents, comme des briques dans un édifice.

Ainsi, la rigueur permet de transformer des idées en connaissances

transmissibles. Elle fait des mathématiques une langue commune, ou

(a-b)* = a* - 2ab + b*
chaque mot et chaque symbole ont un sens précis. 7 i

.. . . < (a+b)* = a*+2ab + b? /
Quand on écrit une démonstration, on ne cherche pas seulement a i

T  —

convaincre autrui : on s’assure que la vérité du résultat ne dépend plus R )

de personne ni d’aucune intuition personnelle. =

0.1.3 Quand P’intuition se trompe

Considérons 1’affirmation suivante :

« Deux droites perpendiculaires a une méme droite sont paralléles. »

Dans le plan, cette phrase est vraie : si 1’on trace une droite d, puis deux droites d; et ds perpendiculaires a d, alors d;

et do sont paralleles. En revanche, dés que 1’on passe a la géométrie de I’espace, 1’énoncé devient faux.



Pour s’en convaincre, imaginons une droite d. Plagons maintenant deux
droites dans 1’espace, chacune perpendiculaire a d, mais situées a des
« hauteurs » différentes et orientées différemment : on obtient deux j/d1
droites d; et do qui sont toutes deux perpendiculaires a d, sans étre pa- /

ralleles ni sécantes entre elles. On dit alors que d; et d> sont gauches.

Cet exemple illustre que notre intuition, souvent formée dans le plan, do

ne se transpose pas toujours a ’espace. En géométrie, on ne peut pas D

se contenter de « ce qui se voit » : il faut s’appuyer sur des définitions

précises et des enchalnements logiques.

C’est pour pouvoir exprimer ces idées avec précision que les mathématiques ont développé un langage particulier —
fait de définitions, de propositions et de démonstrations. Avant de pouvoir en user, il faut en comprendre la grammaire.

C’est ce que nous allons explorer maintenant.

0.2 Enoncés et langage logique

Le but premier d’un langage est de permettre la communication entre individus. Le langage mathématique n’échappe
pas a cette regle. Nous allons passer en revue dans cette partie les bases du langage et du raisonnement mathématique.
Nous allons illustrer nos propos a 1’aide de trois « devinettes » tirées du livre fascinant de R. Smullyan : Le livre qui
rend fou [Smullyan 1997].

Vous payez 20$ une bouteille de Shiraz. Le vin coiite 19$ de plus que la bouteille. Combien vaut la bouteille ?

Dans un texte mathématique, on structurera généralement la réponse comme suit :
Réponse :  La bouteille vaut 50¢.

Afin d’accepter la réponse comme étant vraie, on doit la justifier a 1’aide d’une démonstration (aussi appelée preuve) :

@5 DEMONSTRATION  Le vin cofite 19$ plus le prix de la bouteille (c’est une des hypotheses de départ).

Si on y ajoute le prix de la bouteille, on obtient le prix de la bouteille de Shiraz, soit 20$ (seconde hypothése de départ

réécrite).

Donc le prix total, soit 208, est composé de 19$ et de deux fois le prix de la bouteille (déduction logique par « implica-

tion »). D’ol la bouteille vaut la moitié de 1$, soit 50¢ (derniére implication et conclusion).

Ainsi, pour répondre correctement a une question (mathématique ou non d’ailleurs), on a besoin d’énoncer clairement
la question, puis sa réponse : c’est I’introduction ; puis on rédige clairement la preuve de ce que I’on vient d’affirmer :
c’est le plan et le développement du plan. C’est dans cette derniere partie que 1’on utilise un raisonnement (qui dans

I’exemple se compose d’implications).



En mathématiques, on travaille avec des propositions — aussi appelées assertions, ou énoncés — qui sont les phrases
mathématiques, le tout structuré dans un texte que 1’on appelle la preuve ou I’argument. Le tout est 1ié par le raisonne-
ment. On distinguera dans les pages qui suivent les différents types d’énoncés, puis les différents moyens de montrer

une proposition par un raisonnement.

Notre exposé se veut le plus informel possible. L’ étude formelle du langage mathématique est I’objet du cours de logique.

0.2.1 Enoncés

Une phrase ayant pour but de définir des objets mathématiques, d’en affirmer les propriétés ou de les introduire s’appelle

un énoncé.

Ily a trois types d’énoncés : les définitions, les notations et les propositions.

0.2.1.1 Définitions

Une définition introduit un nouveau concept ou précise le sens d’un mot déja connu. Elle n’affirme rien sur le monde :

elle fixe le vocabulaire que 1’on utilisera pour raisonner.

Une définition doit étre :

e C(laire, sans ambiguité.
e Nécessaire, c’est-a-dire qu’elle introduit une idée qui ne peut étre exprimée autrement.

e Utilisable, c’est-a-dire formulée de maniére a pouvoir étre invoquée dans une démonstration.

Par exemple :

DEFINITION 0.1: (VALEUR ABSOLUE)

Soit « un nombre réel. Le plus grand des nombres x et —z se nomme la valeur absolue de .

Ici, on ne démontre rien : on établit simplement une convention de langage.

Une bonne définition doit pouvoir étre utilisée sans équivoque dans tout énoncé ultérieur. Voici un exemple d’utilisation

de cette définition :

EXEMPLE

Montrons que, pour tout nombre réel x, on a

x < |x).

Par définition, |z| est le plus grand des deux nombres x et —z. Il est donc supérieur ou égal a chacun d’eux, en

particulier & x. Ainsi, x < |z|.
. J

A REMARQUE  Une définition ne peut pas étre « vraie » ou « fausse » : elle est adoptée. Ce sont les propositions

et théorémes qui, ensuite, en tireront des conséquences vraies ou fausses.
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0.2.1.2 Notations

Un énoncé qui désigne un objet par un symbole est une nofation.

e  Notons |z| la valeur absolue du réel x;

e Notons /z la racine carrée de x;

e Notons AB la distance entre les points A et B.

0.2.1.3 Propositions

Un énoncé qui affirme une propriété est une proposition.

La valeur absolue d’un nombre réel est toujours positive.

On en arrive a la regle qui va guider tout raisonnement mathématique :

Une proposition est soit fausse, soit vraie, mais pas les deux en méme temps !

La proposition 0 < —1 est fausse, tandis que la proposition 0 > —1 est vraie.

En mathématiques, on énonce généralement des propositions vraies. Ainsi, si une proposition est fausse, on énonce

plutot sa négation.

0.2.2 Négation, conjonction et disjonction
0.2.2.1 Négation

Pour développer notre intuition, nous allons considérer aussi des énoncés en langage usuel, comme : tous les hommes

sont mortels. Ceci posé, la négation de cette proposition est « il existe au moins un homme qui est immortel ».

Si P est une proposition, on note sa négation de I’'une des fagons suivantes :

e non(P)
[ ] —|P

En vertu de la rREGLE énoncée précédemment, il est clair que ~(—P) = P.
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A REMARQUE 1a négation, ou contraire, de « ce tableau est noir » est « ce tableau n’est pas noir ». Ce n’est

pas « ce tableau est blanc ».

0.2.2.2 Conjonction et disjonction

Etant données deux propositions P et (), il est souvent nécessaire de les combiner pour former de nouveaux énoncés.
Selon le contexte, on peut vouloir que les deux propositions soient vraies simultanément, ou encore qu’il suffise que

I’une d’elles soit vraie. Les opérations logiques « et » et « ou » permettent précisément de formaliser ces situations.

DEFINITION 0.2: (CONJONCTION)

Soient P et () deux propositions. La conjonction de P et (), notée P A () et lue « P et () », est la proposition qui

est vraie si et seulement si P et ) sont toutes deux vraies.

DEFINITION 0.3: (DISJONCTION)

Soient P et () deux propositions. La disjonction de P et @, notée P V () et lue « P ou () », est la proposition

qui est vraie si et seulement si au moins 1’une des propositions P et @ est vraie, c¢’est-a-dire lorsque P est vraie,
lorsque @ est vraie, ou lorsque les deux le sont simultanément. Autrement dit, si la proposition P V @) est vraie,

les propositions P et () ne peuvent pas étre toutes les deux fausses.

0.2.3 Les quantificateurs « pour tout » et « il existe »

Une expression comme « 22 > 0 » dépend de la valeur attribuée & x. Pour en faire une proposition compléte, il faut
préciser I’ensemble dans lequel varie = et indiquer si 1’affirmation concerne tous ses éléments ou seulement certains

d’entre eux.

DEFINITION 0.4: (PROPOSITIONS UNIVERSELLE ET EXISTENTIELLE)

Soient F un ensemble et P(x) une propriété qui dépend d’un élément x de E.

Une proposition universelle affirme que P(x) est vraie pour tout élément  de E. On 1’écrit
Ve € B, P(x),

ou V est le quantificateur universel et se lit « pour tout » ou « quel que soit ».

Une proposition existentielle affirme qu’au moins un élément x de F posséde la propriété P(x). On I’écrit
Jr e E, P(x),

ou 7 est le quantificateur existentiel et se lit « il existe ».
Enfin, I’écriture
Az e E, P(x).

se lit « il existe un unique x dans E tel que P(x) » et affirme 2 la fois ’existence et I’unicité de cet élément.
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ExXEMPLE

La proposition
Vn € 7, n?>0

affirme que le carré de tout entier est positif.
La proposition
IneZ, n:=4

affirme qu’il existe au moins un entier dont le carré vaut 4.

-
.

REGLE

La négation d’une proposition universelle est une proposition existentielle :
-(Vz € E, P(z)) <= 3Jx€E, -P(z).
La négation d’une proposition existentielle est une proposition universelle :

-(3z € E, P(z)) <= Vz€E, -P(z).

EXEMPLE

La négation de « tous les éléphants sont roses » est « il existe au moins un éléphant qui n’est pas rose ».

-
.

Ainsi, pour réfuter une proposition universelle, il suffit de trouver un seul objet qui ne posseéde pas la propriété annoncée :

cet objet est un contre-exemple.

0.2.4 Implication, réciproque et équivalence

Soient P et () deux propositions.

DEFINITION 0.5: (IMPLICATION)

La nouvelle proposition « si P, alors () » exprime que si P est vraie alors () est vraie. C’est ’implication, notée

par le symbole —>.
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DEFINITION 0.6: (RECIPROQUE)

La réciproque de I’'implication P =—> () est I'implication () = P. Elle s’énonce donc « si ), alors P ».

-
A

EXEMPLE

Soit x un nombre réel. Alors I’implication suivante est vraie :

r>0 = z2>0.

A REMARQUE Sa réciproque (x > 0 = x > 0) n’est pas vraie, car = peut prendre la valeur 0.

(NS

(.

11 arrive parfois qu’une implication soit vraie dans les deux sens. On parle alors d’une équivalence :

DEFINITION 0.7: (EQUIVALENCE)

La nouvelle proposition « P si et seulement si () » exprime que P est vraie si et seulement si () est vraie. C’est

I’équivalence, notée par le symbole <= .

Ve
o

EXEMPLE

Une proposition P est vraie si et seulement si sa négation —P est fausse :

P < ~(=P).

-

(.

Dans la pratique, pour montrer P <= (), on montre P = ) et Q = P.

0.2.4.1 Réécriture de la preuve de la DEVINETTE 1

On va illustrer ce que I’on vient de voir en reprenant la preuve de la premiére devinette. On commence tout d’abord par
deux énoncés (notations), et on continue ensuite avec une succession d’implications pour confirmer notre réponse. On

rappelle que la réponse était 50¢.

@5 DEMONSTRATION (DEVINETTE 1)

Soit b le prix de la bouteille, et soit v le prix du vin.
Par hypothése on a :
20=b+v) A (v=19+b) = 20=b+19+0D
= b=05

D’ou la bouteille vaut 50¢.

Le langage mathématique nous permet ainsi de rédiger clairement, et surtout universellement, un argumentaire mathé-

matique écrit dans le langage usuel. En général, ceci facilite la lecture et donc la compréhension.
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A REMARQUE Mettre trop de texte ou trop de justifications alourdit une preuve! Il faut donc se limiter a

I’essentiel en ne mettant que les justifications nécessaires.

Nous savons maintenant formuler et relier des propositions. Pour parler des objets auxquels elles s’appliquent, il nous

faut un second vocabulaire fondamental : celui des ensembles.

0.3 Le langage des ensembles

Sans développer compleétement la théorie des ensembles, nous donnons les principaux éléments de ce langage et les
notations utilisées. La notion d’ensemble est fondamentale en mathématiques. Les termes « groupement », « famille »

ou « collection » donnent une intuition de cette notion.

En arithmétique, on regroupe les nombres en ensembles tels que N, Z ou R. En géométrie, une droite, un plan ou une
figure peuvent étre considérés comme des ensembles de points. Le langage des ensembles permet de décrire ces objets

et les relations qui les unissent avec précision.

0.3.1 Ensembles, éléments et appartenance

DEFINITION 0.8: (ENSEMBLE ET ELEMENT)

Un ensemble est une collection d’objets. Les objets qui le composent sont appelés ses éléments.
Si z est un élément de ’ensemble E, on écrit = € E et on lit « x appartient a2 £ » ou « z est élément de E/ ». Dans

le cas contraire, on écrit « ¢ F.

Un ensemble est entierement déterminé par ses éléments. Leur ordre n’a aucune importance et un méme élément n’est
jamais compté deux fois. Ainsi,
{1,2,3} =1{3,2,1} = {1,1,2,3}.

L’ensemble qui ne contient aucun élément est appelé ensemble vide et est noté (). On distingue notamment I’ensemble

vide () de I’ensemble {(D}, qui contient un élément : I’ensemble vide.

A REMARQUE 11aét historiquement bien établi que I’'imprécision de la définition d’un ensemble peut en-
gendrer des paradoxes (voir par exemple le paradoxe de Russell dans tout bon livre de logique). Pour éviter cela, nous
ne travaillerons qu’avec un petit nombre d’ensembles bien étudiés et stables. Toutes nos constructions découlerons en

fait de I’ensemble vide et d’axiomes.

NOTATION: (ENSEMBLES DE NOMBRES)

Nous utiliserons fréquemment les ensembles suivants :
e N, I’ensemble des entiers naturels (c-a-d 0,1,2,3,...);
e Z,l’ensemble des entiers relatifs (c-a-d 0,—1,1,—2,2,—-3,3,...);

¢ Q, I’ensemble des nombres rationnels (On rappelle quun nombre rationnel s’écrit a/b ou encore £, ol a

est un entier relatif et b un entier naturel différent de 0.);
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e R, I’ensemble des nombres réels (par exemple, 7, V/2, les nombres rationnels) ;
e C, I’ensemble des nombres complexes (par exemple, les nombres réels, les nombres imaginaires).

1Is vérifient
NCZCQCRCC.

|\ J

Il existe une construction formelle pour chacun de ces ensembles (qui n’est pas I’objet de ce cours mais celui des cours

de théorie des ensembles, d’algebre, d’analyse et/ou de topologie).

0.3.2 Décrire un ensemble

On peut décrire un ensemble en donnant la liste de ses éléments. On dit alors que I’ensemble est décrit en extension.
Par exemple,
E ={2,4,6,8}.

Lorsqu’une liste serait trop longue, ou méme infinie, on peut plutdt donner une propriété qui caractérise les éléments

de I’ensemble. On dit alors que I’ensemble est décrit en compréhension :
A= {1: o P(sc)}.

Cette notation se lit « I’ensemble des éléments x de E tels que la propriété P(x) est vraie ». Ainsi, on aura pour tout
élémentz de £ : 2z € A <= P(x). Autrement dit, si 'on veut montrer qu’un élément x de FE est en fait dans A, il
suffit de montrer que « répond a la propriété P(z). Réciproquement, si z € E répond a la propriété P(x), il est dans
A.

e L’ensemble des entiers pairs est : 2Z = {n € Z | 3k € Z,n = 2k};

e N={zxeZ|x>0};
e Q={%la€Z,beN,b#0}.

La description en compréhension fait donc intervenir a la fois le langage des ensembles et celui des propositions étudié

précédemment.

0.3.3 Ensemble fini et infini

DEFINITION 0.9

Un ensemble E est fini si on peut écrire E = {z1,...,2,}, avec n € N fixé, tel que les éléments x; soient tous

distincts. Dans ce cas, on appelle le nombre n le cardinal ou la cardinalité de E et on le note : n = |E)|.
Par convention |()| = 0.

Un ensemble F est infini s’il n’est pas fini.
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{1,3,6,7,8,9,10,34} = {1, x2,...,2s} est fini, mais N est infini.

0.3.4 Inclusion et égalité

DEFINITION 0.10: (INCLUSION)

Soient A et B deux ensembles. On dit que A est un sous-ensemble de B lorsque tout élément de A appartient

aussi a B. On écrit alors A C B. Autrement dit,
ACB <= (Vz, € A=2z€B).

Si A n’est pas un sous-ensemble de B, on écrit A ¢ B.

(& J

A REMARQUE  On trouvera dans la littérature d’autres manidres classiques de se référer a un sous-ensemble.
Soit B un ensemble et soit A un sous-ensemble de B. On peut dire que A est inclus ou contenu dans B ou encore que

A est une partie de B. On peut également écrire B D A, ce qui se lit « B contient A ».

Attention : la notation A C F peut avoir deux sens selon les auteurs : elle peut signifier soit A C F, soit A C F avec

A # FE. Dans ce cours, nous préciserons toujours explicitement lorsque A # F.

11 importe de distinguer I'appartenance de I'inclusion. Si x est un élément de F, on écrit « € E. En revanche, {x} est

un ensemble contenu dans F, donc {z} C E.
A REMARQUE Lensemble vide est inclus dans tout ensemble. De plus, tout ensemble est inclus dans lui-

méme: 0 CEetE C E.

0.3.4.1 Démontrer une inclusion ou une égalité d’ensembles

Pour démontrer qu’un ensemble A est inclus dans un ensemble B, on considére un élément quelconque x € A, puis on

montre que cet élément appartient nécessairement a B. Autrement dit, on démontre 1’implication

reA=— z € B.

Deux ensembles sont égaux lorsqu’ils possédent exactement les mémes éléments. Pour démontrer que A = B, on

procede généralement par double inclusion :
A=B <<= (ACB)A(BCA).
On peut aussi montrer directement que, pour tout objet x,

reA <« zx€B.

0.3.4.2 L’ensemble des sous-ensembles
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DEFINITION 0.11: (ENSEMBLE DES PARTIES)

Soit E un ensemble. L’ensemble formé de tous les sous-ensembles de E est appelé I’ensemble des parties de E
et est noté P(F) :
PE)={A| ACE}.

Si E = {1,2,3}, alors

P(E) = {0, {1},{2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3}, E}.

A REMARQUE  Si E est un ensemble fini de cardinalité

E| = n, alors
|P(E)| =2™.

Nous admettrons ce résultat, dont la démonstration releve du dénombrement.

0.3.5 Union, intersection et différence

Soient A et B deux sous-ensembles d’un méme ensemble E.

DEFINITION 0.12: (UNION ET INTERSECTION)

L'union de A et B, notée A U B, contient les éléments qui appartiennent a2 A, a B ou aux deux (FIGURE 1A) :
AUB={ze€E|(rcA)V(zeB)}.
Lintersection de A et B, notée A N B, contient les éléments qui appartiennent a la fois a A et & B (FIGURE 1B) :

AnNB={z€E|(z€ A)A(z€B)}.

Lorsque AN B = (), on dit que A et B sont disjoints : ils ne possédent aucun élément en commun.

DEFINITION 0.13: (DIFFERENCE ET COMPLEMENTAIRE)

La différence de A et B, notée A\ B, est I’ensemble des éléments de A qui n’appartiennent pas & B (FIGURE 1C) :
A\B={z € A|z ¢ B}.
Le complémentaire de A dans F, noté A¢, est ’ensemble F \ A (FIGURE 1D). Ainsi,

A= {zcE|z¢ A}

Ve
(.
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(@) AUuB (b)yANB (c)A\ B (d) A¢

Ficure 1 — Représentation des opérations ensemblistes par des diagrammes de Venn. Les régions bleues représentent

les ensembles considérés.

Ces opérations traduisent exactement les connecteurs logiques :

r€ AUB <= (z€ A)V (z € B),
r€ANB < (x€ A)A(x € B),

x € A° —= —(xeA).
Soit P = 2Z I’ensemble des entiers pairs et soit [ = {2k + 1 | k € Z} I’ensemble des entiers impairs. Alors

PNI=0 et PUI =Z.

Les ensembles P et I sont donc disjoints et, ensemble, ils contiennent tous les entiers.

0.3.6 Produit cartésien

DEFINITION 0.14: (COUPLE)

Un couple (a, b) est formé d’un premier élément a et d’un second élément b. L'ordre des éléments est important :
en général, (a,b) # (b, a).

DEFINITION 0.15: (PRODUIT CARTESIEN)

Soient A et B deux ensembles. Le produit cartésien de A et B, noté A x B etlu « A croix B », est I’ensemble

des couples dont le premier élément appartient & A et le second a B :

AxB={(a,b)|ae AN be B}

ExemMPLE: (UN JEU DE CARTES)

Soient

14 = {Aa K,Qa Ja 10)978377675743332} et o = {.aQaO)*}

Le produit V' x C représente alors les 52 cartes du jeu. Par exemple, (A, #) représente 1’as de pique et (10, Q) le

dix de cceur.
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DEFINITION 0.16: (n-UPLET)

Soit E un ensemble et soit n € N*. Le produit cartésien de E avec lui-méme n fois est noté

E" = ExEx---xE.
—_——
n fois
Ses éléments, de la forme (z1, 2, . .., T, ), sont appelés des n-uplets.
|\ J

Le plan muni de coordonnées s’identifie A R? = R x R : chacun de ses points est représenté par un couple (z,y).

De méme, les points de I’espace sont représentés par des triplets (z,y, z) € R3.

& REMARQUE

e Pourtoutensemble £, ) x E =FE x () = (.

e En général, A x B # B x A. Par exemple,

{07 1} X {1} = {(07 1)a (1’ 1)}7

tandis que
{1} > {0,1} = {(1,0), (1, D}-
o 1l faut distinguer le couple (a, b) de la paire {a, b}. L'ordre compte dans un couple, mais pas dans un ensemble :

(a,b) # (b,a) en général, tandis que {a,b} = {b,a}.

e Si Aet B sont finis, alors |A x B| = |A] - |B|.

0.3.7 Le langage des ensembles en géométrie

En géométrie, les points sont les éléments fondamentaux, tandis que les droites, les plans et les figures sont considérés
comme des ensembles de points. Les notations ensemblistes prennent alors un sens géométrique immédiat :

e A € dsignifie que le point A appartient a la droite d;

e d C P signifie que tous les points de la droite d appartiennent au plan P;

e [AB] C (AB) signifie que le segment [AB] est contenu dans la droite (AB);

e dNd désigne I'’ensemble des points communs aux droites d et d'.

ExEMPLE: (INTERSECTION DE DEUX DROITES)

Si deux droites distinctes d et d’ se coupent en un unique point A, alors d N d’ = {A}. Si elles n’ont aucun point

commun, alors d N d’ = (). Ces deux situations sont illustrées ci-dessous.
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and = {A}. dnd =0.

- J

On peut également décrire une figure par une propriété.

ExEMPLE: (LE CERCLE COMME ENSEMBLE DE POINTS)

En anticipant légérement sur le vocabulaire géométrique, nous noterons O M la distance entre les points O et M.

Le cercle de centre O et de rayon r dans un plan P est alors I’ensemble

C(O,r)={M €P|OM =r}.

P

Ainsi, un point M appartient au cercle si et seulement si sa distance au centre O est égale a r.
- J

Le langage des ensembles nous permettra donc de traduire les relations géométriques en propositions précises. Nous
possédons maintenant le vocabulaire nécessaire pour comprendre comment les résultats mathématiques sont formulés,

organisés et utilisés.

0.4 Les résultats mathématiques : organisation, lecture et utilisation

0.4.1 Propositions et théoremes

Dans la secTioN 0.2.1, le mot proposition désignait, au sens logique, tout énoncé auquel on peut attribuer une valeur

de vérité : une proposition peut donc étre vraie ou fausse.

Nous adoptons maintenant le point de vue de 1’exposé mathématique. Lorsqu’un ouvrage présente ses résultats, il met en
évidence certaines propositions vraies, établies par démonstration, et leur attribue différents roles selon leur importance
et leur place dans le développement de la théorie. Elles sont alors présentées comme des propositions, des lemmes, des

théorémes ou des corollaires.

Dans ce contexte, une proposition et un théoréme sont tous deux des résultats mathématiques établis par démonstration,
a partir de définitions, d’axiomes et de résultats déja admis. Ces deux termes désignent donc la méme nature d’objet :
un résultat vrai, établi par un raisonnement rigoureux. Ce qui les distingue n’est pas la rigueur de leur démonstration,

mais leur importance et leur fonction dans 1’organisation de 1’exposé.
En général :
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e on réserve le mot théoréme aux résultats majeurs ou centraux d’une théorie;
e on emploie le mot proposition pour des résultats plus techniques ou intermédiaires, nécessaires a la progression

du raisonnement mais de portée plus locale.

Ainsi, une proposition peut jouer le role d’une étape, d’une clarification ou d’un outil, tandis qu'un théoréme marque

souvent une conclusion ou un tournant significatif.

Pour illustrer la maniere dont un ouvrage présente un théoréme, considérons I’énoncé fictif suivant. Nous lui donnerons

provisoirement le statut de théoréme, puis nous examinerons plus loin si ce statut est réellement justifié.

THEOREME 0.17: (THEOREME DU PARAPLUIE)

Si I’on sort sans parapluie sous la pluie, alors on finira mouillé.

Cette phrase possede la structure d’un théoréme : une condition (les hypotheses, que I’on distingue ici par le mot-clé si),
une conséquence (la conclusion, dénotée par le mot-clé alors), et une logique claire reliant les deux. En mathématiques,
un théoreme fonctionne de la méme facon — la différence est simplement que les notions y sont définies avec plus de

précision et démontrées a 1’aide de régles logiques universelles.

Pour utiliser un théoréme, on doit d’abord s’assurer que toutes ses hypotheses sont satisfaites, aprés quoi on peut tenir

sa conclusion pour vraie dans la suite du raisonnement. Par exemple :

EXEMPLE

J’ai oublié mon parapluie a la maison ce matin. Il pleuvait lors de ma marche pour me rendre au travail. Me

suis-je fait mouiller ?

Réponse : Remarquons qu’en oubliant mon parapluie a la maison, je suis forcément sorti sans parapluie. Et

puisqu’il pleuvait, le THEOREME DU PARAPLUIE me confirme que je me suis bien fait mouiller.

On voit ici qu’avant de sauter a la conclusion que je me suis fait mouiller, j’ai d’abord dfi énumérer les deux hypotheses

du théoreme.

A REMARQUE Bien que les hypotheses d’un théoréme soient suffisantes pour affirmer sa conclusion, elles
ne sont en général pas nécessaires. En d’autres termes, si les hypotheses du théoréeme ne sont pas toutes satisfaites, on
ne peut pas confirmer que la conclusion soit fausse. Dans notre exemple, si une personne sort sous la pluie avec son
parapluie, on ne peut pas confirmer qu’elle est restée au sec. En effet, il ne suffit pas d’avoir un parapluie sous la pluie
pour ne pas se mouiller : encore faut-il ’ouvrir pour se couvrir de la pluie ! Ainsi, il est tout a fait possible de se faire

mouiller par la pluie méme en ayant emporté son parapluie.

Avant de terminer, voici une réécriture du THEOREME DU PARAPLUIE :

THEOREME 0.18

Une personne qui sort sous la pluie sans parapluie finit inévitablement mouillée.
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Remarquons qu'un théoréme ne porte pas toujours un nom. Dans ce cas-ci, pour faire référence a ce théoréme plus tard
dans le texte, je pourrai évoquer le THEOREME 0.18. Il faut bien comprendre que cette numérotation est propre a cet
ouvrage et que son emploi dans un autre contexte n’aurait aucun sens. Dans le cadre de ce cours, lors de la rédaction
des devoirs et des examens, il ne sera pas nécessaire de mentionner explicitement le théoreme évoqué lorsque celui-ci

n’a pas de nom. Il suffira de vérifier chacune de ses hypotheses, puis d’affirmer qu’elles impliquent sa conclusion.

Remarquons également que cette réécriture du THEOREME DU PARAPLUIE laisse tomber les mots-clés si et alors. Bien
que ce ne soit pas explicite, il suffit d’une courte réflexion pour reconnaitre que les hypotheses et la conclusion restent

inchangées.

Dans un théoréme, la distinction entre les hypothéses et la conclusion est essentielle : les hypotheses précisent le contexte
dans lequel le résultat est garanti, et la conclusion indique ce qu’on peut en déduire avec certitude.

0.4.2 Lemmes et corollaires

Les théoremes et propositions ne vivent pas isolés : ils s’appuient les uns sur les autres.

De moindre envergure qu'un théoréme, un lemme est un résultat intermédiaire, souvent d’apparence modeste, mais

indispensable pour démontrer un théoréme plus important. Par exemple :

LEMME 0.19

La pluie mouille tout ce qu’elle touche.

Bien qu’il ne s’agisse pas d’un résultat trés intéressant, on peut imaginer que ce lemme a été utile pour démontrer la

véracité du THEOREME DU PARAPLUIE.

On peut voir le lemme comme un précurseur 4 un théoréme. A I’autre bout du spectre, le corollaire est quant 2 lui une

conséquence immédiate d’un théoréme. Par exemple, le THEOREME DU PARAPLUIE mene au corollaire suivant :

COROLLAIRE 0.20

Sous la pluie, une personne sans parapluie n’est jamais plus seéche qu’une personne munie d’un parapluie.

On peut voir un raisonnement mathématique comme un édifice : les lemmes en sont les fondations, les théoremes les

murs porteurs, et les corollaires les fenétres qui laissent voir plus loin. Chacun contribue a la solidité de I’ensemble.

Nous examinerons bientdt comment ces briques s’assemblent dans une démonstration complete.

0.4.3 Conjectures et contre-exemples

Les mathématiques, comme toute science, avancent par essais et erreurs. Avant d’étre démontré, un résultat n’est parfois

qu’une idée plausible, fondée sur 1’observation ou I’intuition : une conjecture.
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DEFINITION 0.21

On appelle conjecture une affirmation que ’on suppose vraie, mais dont aucune démonstration rigoureuse n’a

encore été établie.

Les conjectures jouent un role essentiel : elles guident la recherche, orientent les raisonnements et posent les questions

que les démonstrations devront confirmer ou infirmer.

ExEMPLE: (CONJECTURE DU PARAPLUIE)

Apres quelques promenades pluvieuses, j’ai cru remarquer que chaque fois que je sortais sous la pluie sans para-

pluie, je finissais mouillé. J’ai donc formulé la conjecture suivante :
« 8i Pon sort sous la pluie sans parapluie, alors on finit mouillé. »

Convaincu par son évidence, je 1’ai méme élevée au rang de THEOREME DU PARAPLUIE.
. J

Cependant, une conjecture — méme tres crédible — peut s’avérer fausse. Il suffit d’un seul contre-exemple pour la

réfuter.

DEFINITION 0.22

On appelle contre-exemple un exemple particulier qui contredit une affirmation universelle.

ExeEMPLE: (CONTRE-EXEMPLE AU THEOREME DU PARAPLUIE)

Un matin pluvieux, je suis sorti sans parapluie, un journal & la main. Je I’ai tenu au-dessus de ma téte, créant un
abri de fortune. En arrivant a destination, j’étais toujours sec. Cet exemple contredit directement le THEOREME DU

PARAPLUIE : il est donc faux !

Le contre-exemple montre que nous avons attribué trop rapidement a cet énoncé le statut de théoreme. Puisqu’il est
faux, il ne s’agissait en réalité que d’une conjecture. Pour en faire un résultat valide, il faudrait préciser davantage ses

hypotheses, notamment en excluant les autres formes de protection contre la pluie.

A REMARQUE  Unseul contre-exemple suffit a invalider une conjecture, mais aucun nombre d’exemples favo-

rables ne suffit a la prouver. C’est toute la différence entre I’observation empirique et la démonstration mathématique.

En mathématiques comme ailleurs, il ne suffit donc pas qu’une idée semble vraie pour qu’elle le soit : il faut en préciser

soigneusement les conditions, puis en apporter la preuve.

Nous allons maintenant examiner plus précisément la structure de ces énoncés, afin d’apprendre a en reconnaitre les
hypotheses et la conclusion.

0.4.4 Hypotheses et conclusion

Les résultats mathématiques présentés sous forme de propositions, de lemmes ou de théorémes possedent généralement

une structure logique commune : ils relient des hypotheses a une conclusion.
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Comme nous 1’avons vu a la secTion 0.2.4, de nombreux résultats mathématiques relient des conditions a une consé-
quence selon la forme
A= B.

Dans la formulation d’un théoréme, d’un lemme ou d’une proposition, la condition A est appelée hypothése, tandis que

la propriété B est appelée conclusion. On peut lire I’énoncé comme une promesse :
Si les hypothéses sont satisfaites, alors la conclusion est garantie.
Reprenons notre THEOREME DU PARAPLUIE :
Si on sort sous la pluie sans parapluie, alors on finit mouillé.

Dans cet énoncé :
e L hypothése est « on sort sous la pluie sans parapluie » ;
e La conclusion est « on finit mouillé ».

Le rdle de la démonstration est précisément de justifier que la conclusion découle nécessairement des hypotheses, sans

supposer quoi que ce soit d’autre.

A REMARQUE Beaucoup d’erreurs de raisonnement viennent d’une confusion entre les hypotheses et la conclu-
sion, ou d’une hypothese implicite passée sous silence. Le contre-exemple du journal, par exemple, montrait que 1’hy-

pothese « sans parapluie » ne couvrait pas tous les cas possibles d’abri contre la pluie.

Nous savons maintenant comment se structurent les énoncés mathématiques. Voyons comment repérer concrétement

leurs différentes composantes lorsqu’on les rencontre dans un texte.

0.4.5 Comment lire un énoncé

Lire un énoncé mathématique ne consiste pas seulement a en parcourir les mots, mais & en décoder la structure logique.
Tout énoncé — qu’il s’agisse d’un théoreme, d’un lemme ou d’une simple proposition — doit étre lu avec I’idée qu’il

relie des hypotheses a une conclusion.
Si les hypothéses sont vérifiées, alors la conclusion est garantie.

Ainsi, lorsqu’on rencontre un nouvel énoncé, il faut adopter une démarche systématique :

1. Identifier les hypothéses. Que suppose-t-on vrai au départ? Ces hypotheses peuvent concerner des conditions
numériques (par exemple x > 0), des propriétés géométriques (comme « les trois points sont alignés ») ou des
objets bien définis (« soit f une fonction continue »).

2. Repérer la conclusion. Que promet 1’énoncé si toutes les hypothéses sont respectées ? C’est la partie que la
démonstration viendra justifier.

3. Clarifier le vocabulaire. Chaque mot a un sens précis : « parallele », « orthogonal », « premier », « connexe »...
Avant méme de tenter de comprendre la logique, il faut étre certain de comprendre le langage.

4. Evaluer la portée de I’énoncé. S’applique-t-il a tous les cas possibles, ou seulement 2 une situation particu-
liere ? Les mathématiques s’appuient sur la généralité : un seul contre-exemple suffit & invalider une affirmation

universelle.



A REMARQUE Lire un énoncé mathématique, c¢’est comme lire un contrat : il ne faut pas se fier a I’apparente

évidence de la promesse, mais vérifier les conditions qui la rendent valide.

Cette attitude de lecture — attentive, analytique et critique — est au cceur de la rigueur mathématique. Elle permet non

seulement de comprendre les théorémes, mais aussi de les utiliser correctement dans un raisonnement.

Supposons qu’un théoreme affirme : « Si un triangle est équilatéral, alors ses trois angles sont égaux. » Pour

I’appliquer a une situation donnée, il ne suffit pas d’aimer la conclusion : il faut d’abord vérifier que les hypotheses

sont satisfaites, c’est-a-dire que le triangle est effectivement équilatéral.

En résumé, lire un énoncé, c’est comprendre ce qu’il affirme, ce qu’il suppose et ce qu’il ne dit pas. C’est a cette

condition qu’on peut ensuite 1’utiliser avec confiance dans une démonstration.

Une fois la structure d’un énoncé bien comprise, il reste a savoir reconnaitre les situations dans lesquelles on peut

I’ utiliser.

0.4.6 Comment utiliser un énoncé

Une fois un énoncé démontré, il devient un outil de raisonnement : il peut étre invoqué sans devoir étre redémontré.
Autrement dit, un théoreme prouvé devient une régle de confiance : on peut 1’appliquer chaque fois que ses hypotheses
sont satisfaites. Utiliser un énoncé, c’est reconnaitre dans une situation donnée que les hypothéses de cet énoncé sont

vérifiées, et en déduire directement la conclusion.

Cette démarche comporte deux étapes essentielles :

1. Identifier les hypotheses de 1’énoncé et vérifier qu’elles sont toutes remplies dans le contexte étudié.

zeN 2

2. Appliquer la conclusion, sans refaire la démonstration, car sa validité est déja établie.

A REMARQUE Lorsqu’on invoque un théoréme, il est essentiel de vérifier que toutes ses hypotheses sont
respectées. Si une seule d’entre elles échoue, on ne peut pas conclure — méme si le résultat semble intuitivement vrai.

C’est souvent la que se cachent les erreurs logiques les plus subtiles.

En pratique, I’application d’un théoréme s’accompagne souvent d’une citation explicite, surtout dans les textes formels :

D’aprés le THEOREME DU PARAPLUIE, toute personne sortant sous la pluie sans parapluie finit mouillée. Or, Paul

est sorti sous la pluie sans parapluie. Donc, par application du théoréme du parapluie, Paul est mouillé.

A REMARQUE  Dans un contexte d’examen ou de devoir, il n’est pas toujours nécessaire de nommer explici-
tement le théoréme utilisé, tant que le raisonnement montre clairement quelles hypotheses ont été vérifiées et quelle

conclusion en découle.
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En résumé, utiliser un énoncé, c’est savoir reconnaitre le moment ou il s’applique. Cette compétence est au cceur du

raisonnement mathématique : elle transforme la théorie en pratique, et la connaissance en outil.

Jusqu’ici, nous avons appris a lire et a employer des résultats déja établis. Voyons maintenant comment démontrer un

nouveau résultat a partir des hypotheses et des connaissances dont on dispose.

0.5 Démontrer un résultat

De nombreux résultats mathématiques prennent la forme d’une implication P = (@ : on suppose que les hypothéses

P sont vraies et 1’on doit établir la conclusion ). Plusieurs méthodes de raisonnement permettent d’y parvenir.

0.5.1 Le raisonnement direct

La plupart du temps, on fait comme suit : on suppose comme hypothese de départ que la proposition P est vraie;
puis, par une suite d’arguments, une suite d’implications, qui dépendent du probléme particulier (et pour lesquels il est

impossible de donner une recette générale), on montre que la proposition () est vraie.

ExXEMPLE: (RAISONNEMENT DIRECT)

Montrons par un raisonnement direct que la somme de deux entiers pairs est paire. L'implication a démontrer est

metn sont pairs = m + n est pair.

@5 DEMONSTRATION Supposons que m et n sont pairs. Il existe alors des entiers k et £ tels que
m = 2k et n = 2¢.

Par conséquent,
m+n = 2k+20 = 2k+Y).

Comme k + ¢ est un entier, cette derniére égalité montre que m + n est pair, ce qui est précisément la conclusion

recherchée.

0.5.2 Le raisonnement par contraposée (ou indirect)

On peut aussi démontrer sa contraposée :

DEFINITION 0.23: (CONTRAPOSEE)

La contraposée de la proposition (P = Q) est la proposition (—Q = —P), que ’on exprime aussi parfois
(—\P = —\Q)

Une implication et sa contraposée sont toujours équivalentes ; démontrer I’une revient a démontrer I’autre, et vice-versa.
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ExXEMPLE: (RAISONNEMENT INDIRECT)

On consideére P la proposition « x est pair » et () la proposition « z n’est pas le carré d’un entier impair ». Pour

montrer P = @), c’est-a-dire
T estpair ==  x n’est pas le carré d’un entier impair,
on montrera =) =—> — P, ¢’est-a-dire :

(x = n?) A (n est un entier impair) ==  x est impair.

@E} DEMONSTRATION Supposons que 2 = n?, oll n est un entier impair. Il existe alors un entier k tel

que n = 2k + 1. Par conséquent,
r = n? = (2k+1)?2 = 2(2k>+2k)+1.

Puisque 2k? + 2k est un entier, cette égalité montre que x est impair; en particulier, 2 n’est pas pair. Nous avons

donc démontré —() = — P, et par conséquent P —> Q).

0.5.3 Le raisonnement par I’absurde (aussi appelé raisonnement par contradiction)

Ce type de raisonnement consiste a supposer qu’une proposition P est fausse, c’est-a-dire que —P est vraie, puis a

montrer par une suite d’implications logiques que cette hypothese est absurde. Puisque — P est alors fausse, P est vraie.

Notons que ~(P = @) équivaut & P A (—=Q). Ainsi, pour montrer que la proposition P = () est vraie, on fait
I’hypothése absurde que P et —() sont toutes les deux vraies. Par une suite d’implications logiques, on montre ensuite
que P D’est forcément aussi. On obtient alors que P et —P sont toutes les deux vraies, ce qui est absurde en vertu
de notre REGLE qui dit que soit P est vraie, soit - P est vraie, mais pas les deux en méme temps. On en conclut que

I’hypothese de départ était bien absurde (P A (—(Q) est donc fausse), ce qui implique finalement que P = () est vraie.

Voici un exemple de ce raisonnement :

DEVINETTE 2: ([ ),

Cent hommes politiques se réunissent pour fonder un nouveau parti.
Chacun d’eux est soit honnéte, soit malhonnéte.

Sachant que parmi eux il y a au moins un homme honnéte (proposition P; ) et que, si I’on en prend deux au hasard,
il y en a toujours au moins un malhonnéte (proposition P,), pouvez-vous dire combien d’hommes politiques

honnétes il y a?

Réponse : 1l y a un homme politique honnéte et 99 malhonnétes.
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25 DEMONSTRATION

Ici, la proposition () sera : il y a un seul homme politique honnéte. Sa négation sera donc :
=@ : soitil n’y a aucun homme politique honnéte, soit il y en a au moins deux.
Procédons par contradiction. Supposons que () est fausse, ¢’est-a-dire que —() est vraie.

On a alors que :

Py A (—Q) = il y a au moins deux hommes politiques honnétes.

Il existe alors au moins une paire d’hommes politiques honnétes. Donc P est fausse, contredisant 1’'une des hypotheses

de départ.

Ainsi, =) est fausse. Autrement dit, () est vraie.

0.5.4 Le raisonnement cas par cas

Ce type de raisonnement se définit mieux par 1’exemple :

EXEMPLE

[Smullyan 1997, Chapitre 3]

« A la suite de certaines rumeurs, on envoya d’urgence I’inspecteur Craig afin d’enquéter dans onze asiles d’aliénés

ou avaient cours, disait-on, des pratiques curieuses.

Dans chacun d’eux ne logeaient que des médecins et leurs patients, mais les médecins, tout comme les patients,

étaient parfaitement sains d’esprit, ou complétement fous.

On distinguait les individus sains d’esprit a ce qu’ils raisonnaient fort bien et faisaient parfaitement la différence

entre le vrai et le faux.

Les fous aussi étaient faciles a reconnaitre : ils croyaient systématiquement fausse toute affirmation vraie, et toute

affirmation fausse leur semblait vraie.

Je dois ajouter que ce petit monde était sincere, car chacun n’affirmait que ce qui lui semblait étre vrai. »

-~
(.

DEVINETTE 3: (LE PREMIER ASILE)

« Dans le premier asile Craig n’interrogea que deux personnes.
— Dites-moi, Durand, fit-il a la premiere, que savez-vous de Dupont ?

— Le docteur Dupont, rectifia 1’autre, c’est 'un de nos médecins.
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Ensuite Craig rencontra Dupont a qui il demanda :
— D’apres vous, Durand est-il un patient ou un médecin ?
— Un patient, je suis formel !

Linspecteur Craig réfléchit un moment et arriva a la conclusion qu’il y avait en effet quelque chose d’anormal
dans cet asile, car il abritait un patient sain d’esprit ou un médecin fou!

Comment est-il parvenu a cette conclusion ? »

Il nous faut donc montrer qu’il y a un médecin fou ou un patient sain d’esprit.

@5 DEMONSTRATION  On va procéder par un raisonnement cas par cas. Il y a quatre cas possibles pour la
condition de Durand : il est un médecin fou, un médecin sain d’esprit, un patient fou ou un patient sain d’esprit. Si
Durand est un médecin fou ou un patient sain d’esprit, on a automatiquement notre réponse. Il ne nous reste donc que

deux cas :

I-  Durand est un médecin sain d’esprit. Il dit donc la vérité, d’ou Dupont est un médecin. Mais comme
Dupont dit que Durand est un patient, I’affirmation de Dupont est fausse. Dupont est donc un médecin

fou. On a bien dans ce cas un médecin fou ou un patient sain d’esprit !

2-  Durand est un patient fou. Son affirmation est donc fausse : Dupont est donc un patient. Mais
Dupont dit que Durand est un patient, ce qui est vrai, donc Dupont est un patient sain d’esprit. On a

donc encore un patient sain d’esprit ou un médecin fou.

0.5.5 Organiser et rédiger une démonstration

Il n’existe pas de recette générale permettant de trouver une démonstration. On peut néanmoins organiser sa démarche

de la facon suivante :

1. Identifier les hypotheses. Quelles informations peut-on supposer vraies au départ ?
Identifier la conclusion. Que doit-on précisément démontrer ?

Choisir une stratégie. Peut-on procéder directement, par contraposée, par 1’absurde ou par une étude de cas?

L

Enchainer des déductions justifiées. Chaque affirmation doit découler des hypotheses, d une définition ou d’un
résultat déja établi.

5. Conclure explicitement. La derniere phrase doit indiquer clairement que la conclusion recherchée a été obtenue.

A REMARQUE  Cette méthode aide a organiser et a rédiger une preuve ; elle ne garantit pas que I’'idée décisive

sera facile a trouver. Cette idée vient souvent de I’expérience, de I’intuition et de plusieurs essais.

Nous disposons maintenant d’un langage commun pour lire, utiliser et démontrer les résultats mathématiques. Dans la
suite de cet ouvrage, qu’il soit question de géométrie ou d’arithmétique, nous chercherons toujours a identifier clairement

les hypotheses, a justifier chaque déduction et a formuler explicitement la conclusion obtenue.



0.6 Ecrire les mathématiques : MEMENTO

Ce texte est une traduction libre de la section « A Mathematical Writing Checklist » du document A Guide to Writing
Mathematics de Kevin P. Lee [Lee].

Vous trouverez ci-dessous une liste de consignes a suivre lorsque vous rédigez un texte mathématique.

[0 Avez-vous bien lu et relu votre texte ?

0 Avez-vous écrit une introduction ?

Soyez siir que vous avez expliqué le probleme au lecteur. Supposez que le lecteur n’est pas familié avec le probleme

en question.
[0 Avez-vous bien précisé toutes vos hypotheses ?

écrivez toutes les hypotheses que vous faites. (Avez-vous supposé que la fonction est continue ? Linéaire ? Que x

est un nombre réel ?)

[0 Est-ce que la grammaire, I’orthographe et la ponctuation sont correctes? Est-ce que votre écriture est

claire, fluide et facile & comprendre ?

Faite attention qu’il n’y ait pas de phrase incomplete. Les formules et équations ont aussi besoin de faire partie de

phrase compléte, et n’échappent pas aux regles de ponctuation. Assurez-vous que votre texte se lise facilement.
[0 Avez-vous bien défini toutes les variables ?
Assurez-vous d’introduire toutes les variables que vous utilisez.

[0 Utilisez-vous bien les symboles mathématiques ?

“ b2

N’utilisez-pas un symbole “ = ” en dehors d’une formule. Assurez-vous que vous utilisez adéquatement les

symboles dans votre texte. Assurez-vous d’utiliser équations et formules de fagon appropriée.
O Utilisez-vous les mots dans le bon contexte ?

Si vous n’étes pas certains de la définition précise du mot que vous voulez utiliser, assurez-vous en dans un

dictionnaire.
O Est-ce que les mathématiques sont correctes ?

[0 Avez-vous résolu le probleme ? Avez-vous une conclusion ?

Parfois, dans I’empressement général, on oublie de répondre a la question. Assurez-vous d’y répondre, en frangais

si possible.



0.7 Exercices

Exercice 0.1 (Négation en langage courant)  Parmi les énoncés suivants :

e ily aun éléphant rose;

il existe un éléphant gris;

tous les éléphants sont roses ;

il y a un éléphant qui n’est pas rose.

(a) lequel est la négation de « les éléphants ne sont pas tous roses » ?

(b) lequel lui est équivalent ? Pourquoi ?

Exercick 0.2 (Négation d’inégalités)  Ecrire la négation des propositions suivantes, ot x,y € R.
(a) x> vy;
(b) z=y;
(¢c) z>youzx <y;
@ z#y.

Réponse: (@Qzr<y; bMz<y; @©@z=y; Dz=y.

Exercice 0.3 (Quantificateurs)  Traduire chacun des énoncés suivants a 1’aide des symboles V, 3 ou 3!.

(a) Le carré de tout entier est positif.
(b) 1l existe un entier dont le carré vaut 2.

(c) 1l existe un unique réel x tel que 2x = 6.

Ecrire ensuite la négation des énoncés (a) et (b), d’abord avec des symboles, puis en francais.

Exercice 0.4 (Implications et Coupe Stanley)  Ce soir aura lieu la 6° partie de la série finale de la Coupe Stanley, qui
oppose les Canadiens de Montréal aux Stars de Dallas. Le score actuel dans la série est de trois parties a deux en faveur

des Canadiens. On considere les propositions suivantes :

A : Les Canadiens remportent la 6° partie.

B : Les Canadiens remportent la Coupe Stanley.
Que peut-on dire des quatre propositions suivantes :

(a) B= A;
() A= B,
(c) -B = —A;
(d) ~A = -B.

On rappelle que le vainqueur de la Coupe est la premiere équipe qui remporte quatre parties de la série finale et qu’il

n’y a pas de parties nulles.



Réponse :  (a) Faux; (b) Vrai; (c) Vrai; (d) Faux.

ExEercice 0.5 (Appartenance, inclusion et ensemble vide) ~ Déterminer si chacun des énoncés suivants est vrai ou faux,

puis justifier la réponse.

(a) {4,1,2,3} C {1,2,3,4,3,2,1};
(b) {4,1,2,3} #{1,2,3,4,3,2,1};
() {{4,5},{1,2}} € {1,2,4,5};
(d) 0 € {a,b};

(e) 0 C{a,b, f,g};

() 0e{0,{0}};

(g) 0 C0;

(h) {0} € {0,{0}};

(@) {0} € {0,{0}};

G) {0,{1},{2,3}} € {{1},{2,3}};
(k) {{4}} € {3.{4}}:

M {{0}} € {0,{0}};

(m) {{1,2}} € {0,{1,2}}:

) {{0}} € {0,{0}}.

Réponse :  (a) Vrai; (b) Faux; (c¢) Faux; (d) Faux; (e) Vrai; (f) Vrai; (g) Vrai; (h) Vrai; (i) Vrai; (j) Faux;
(k) Faux ; (1) Faux; (m) Vrai; (n) Vrai.

Exercick 0.6 (Calculs sur les ensembles)  Soient
A=1{1,2,3}, B ={4,5} et C =1{2,3,4,5}.
Ecrire explicitement chacun des ensembles suivants.

(a) P(A);

(b) P(P(B)):;

(c) A\ B;

(d) B\ A;

(e) le complémentaire de B dans C';
N C\A;

(g) C\B;

(h) A\C;

(i) B\C.

Exercick 0.7 (Complémentaire et inclusion) — Soient A et B deux ensembles tels que A C B, et soit A= B\ Ale

complémentaire de A dans B.

(a) Démontrer les égalités suivantes :



(i) AU A =B,

(i) A°NA=0;
(iii) ¢ = B;
(iv) B¢ =.

(b) Démontrer ensuite que, pour deux ensembles quelconques A et B,

ACB <<= AnNnB=A.

Exercice 0.8 (Lois de De Morgan)  Soient A et B deux sous-ensembles d’un méme ensemble F. Démontrer que :

(@) (A°)° = A;
(b) (AUB)° = A°n BC;
(¢) (ANB)® = A°U B°.

Dans cet exercice, tous les complémentaires sont pris dans F.

Exercick 0.9 (Propriétés de I’union et de I’intersection) ~ Soient A, B et C trois ensembles. Démontrer les propriétés

suivantes :

(a) Idempotence : AN A=Aet AUA=A.
(b) Commutativité : AUB=BUAetANB=BNA.
(c) Ensemble vide : AUD = Aet ANQ = 0.
(d) Inclusion :si A C B,alors AUB =BetANB = A.

ExEercice 0.10 (Analyser un énoncé)  Considérons la phrase suivante :

« Si un triangle est équilatéral, alors ses trois angles sont égaux. »

(a) Indiquez quelles sont les hypotheses et quelle est la conclusion.
(b) Ecrivez la réciproque et la contraposée de cet énoncé.

(c) Parmi ces trois énoncés, lesquels sont vrais ?
ExEercice 0.11 (Conjecture et contre-exemple)  Un ami vous affirme :
« Tous les nombres premiers sont impairs. »

(a) Reformulez cette affirmation sous forme de conjecture.
(b) Trouvez un contre-exemple qui la réfute.

(c) Reformulez 1’énoncé corrigé pour qu’il soit vrai.

Exercick 0.12 (Raisonnement direct) ~ Trouver mon age sachant que dans 20 ans, j’aurai le double de 1’age que j’avais

il y a 10 ans. Il faut évidemment justifier votre réponse !

Réponse :  J’ai 40 ans.



Exercice 0.13 (Raisonnement par contraposée)  Ecrire la contraposée des implications suivantes :
(@) P—=Q;
(b) P= —Q);
(¢) P = Q;
(d) tous les chats sont gris;
(e) chaque sport est bon pour la santé;

(f) aucune hirondelle ne fait le printemps.

Exercick 0.14 (Raisonnement cas par cas) Démontrer que, pour tout entier n, le produit n(n + 1) est pair.

Indice : Distinguer le cas ou n est pair de celui ol n est impair. On pourra écrire respectivement n = 2k etn = 2k + 1,
ouk e Z.
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Chapitre 1

Géométrie élémentaire du plan et de I’espace

L'objectif de ce chapitre est multiple. Tout d’abord, nous allons essayer de donner une idée au lecteur du rdle des
mathématiques en tant qu’outil de création pour la société. Les modeles mathématiques actuels sont beaucoup trop
nombreux et souvent trop complexes pour étre abordés dans un seul cours de premier niveau universitaire. Cependant,
le développement des outils mathématiques utilisés en construction remonte a ’Antiquité et particulierement au temps
de la Grece Antique' : ce modele est la géométrie euclidienne du plan et de espace. 11 fut et est encore utilisé
en architecture. Le second objectif est de développer chez le lecteur un sens de la création en mathématique, ce qu’on
appelle entre mathématiciens « I’intuition mathématique ». Le troisieme objectif est de montrer ce que sont le langage et
le raisonnement mathématique ainsi que I’importance de bien apprendre a les manier précisément. Enfin, nous espérons
réussir a amener le lecteur a saisir la différence entre une vérité mathématique, qui est absolue en tant que création dans
un univers imaginaire et autoréférentiel, et une vérité réelle, qui n’est pas absolue et est sujette aux interprétations quant

aux choix arbitraires des modeles mathématiques utilisés pour en décrire la réalité.

Les notions élémentaires de géométrie supposées connues sont rassemblées dans I’ANNEXE A, intitulée « Rappels de
géométrie ». Le lecteur pourra s’y référer au besoin tout au long de ce chapitre pour revoir une définition, une notation

ou une propriété.

La plupart des résultats présentés dans ce chapitre sont sans doute connus du lecteur. L’accent est mis sur la démons-
tration de ces résultats, le «pourquoi c’est vrai», la raison pour laquelle les prédictions mathématiques s’averent d’une

redoutable précision. Finissons par citer un physicien bien connu :

Comment se fait-il que les mathématiques, qui sont un produit de la pensée humaine et indépendante de

toute expérience, s’adaptent d’'une maniere si admirable aux objets de la réalité ? — Einstein, Albert

1.1 Introduction

Commencons par un probléme qui n’est peut-étre pas si loin de la réalité historique que I’on pense.

Il y a bien longtemps, au tout début de 1’existence de la ville, un riche citoyen d’Athénes convoqua le

plus habile architecte de la ville pour lui demander de lui construire une propriété aux formes parfaites.

1. Les mathématiques en tant que domaine de savoir sont nées du temps de 1’école pythagoricienne et la somme des connaissances acquises nous

a été transmise grice aux Elément d’Euclide, voir par exemple [Rittaud 2000]



Il souhaitait que sa demeure soit un carré de 7 métres’ de coté; que les murs soient aussi des carrés et
enfin que le toit soit une pyramide parfaite (c’est-a-dire que les faces soient des triangles équilatéraux). De
plus, il souhaitait que sa nouvelle demeure soit entourée d’une cldture en forme de carré, avec des cotés
paralleles aux murs de la maison. Il désirait aussi que la longueur de chaque c6té de la clbture soit égale a

la hauteur de la pyramide formant le toit multipliée par la diagonale d’un mur.

Le riche citoyen en question informa aussi I’architecte qu’il avait soumis ce projet a deux autres architectes

et qu’il donnerait le contrat a celui qui prouverait qu’il réaliserait la construction de la plus parfaite maniere.

L architecte, qui n’avait a sa disposition en ce temps 1a qu’une corde et un bout de bois d’un metre de lon-
gueur pour tout outil de mesure et de tracé, dut se gratter la téte longtemps afin de développer les techniques
qui lui seraient utiles pour contenter ce riche citoyen et le convaincre de la perfection de sa solution. Com-
ment vous y prendriez-vous ? (N’oubliez pas que si un autre concurrent arrive avec un meilleure réponse,

vous ne remportez pas le contrat.)

Nous allons nous servir de ce probleme, auquel nous répondrons dans ce chapitre, pour illustrer nos propos. En face

d’un tel probléeme, le mathématicien décompose les différents problemes en sous-probleémes. Il faut tout d’abord se

débarrasser des bruits de fond en se donnant des hypotheses de travail.

Hypotheses au sujet de la mise en ceuvre de la solution.

On suppose que 1’architecte dispose :

d’une équipe compétente de macons, charpentiers, tailleurs de pierres, etc. ;

de tous les matériaux bruts qu’il souhaite ;

du baton de bois comme unité de mesure (le métre) ;

d’une corde pour tracer des lignes droites entre deux points : il suffit de planter deux piquets et de tendre la corde
entre ces deux piquets ;

de la méme corde pour tracer des cercles : il suffit de planter un piquet, d’y attacher la corde, de choisir une

longueur de corde puis de tourner autour du piquet.

L architecte ne dispose pas d’équerre ni de régle graduée, instruments trop imprécis pour construire une maison de cette

taille. Son travail est maintenant de donner aux artisans une recette précise pour la construction. Nous sommes préts a

ce point a sortir du monde réel et a entrer dans celui des mathématiques afin d’imaginer ce fameux plan de construction.

2. Il n’y avait évidement pas d’unité de mesure tel que le metre dans ce temps la; nous 1’utilisons ici par commodité.



Mathématisation du probleme.
Résumons ce dont nous avons besoin : nous devons savoir construire des carrés, des triangles équilatéraux, des cubes et
des pyramides, rapporter des longueurs et les multiplier (pour la cl6ture) et tracer des paralleles. Le tout avec le moins

d’approximation possible.

En d’autres termes, sachant que 1’on sait tracer des droites et des cercles, il faut trouver une solution par-
faite et convaincante pour reporter des longueurs, les multiplier, construire un angle droit, construire des

triangles équilatéraux et tracer des paralleles.

Pour répondre a cette question, nous allons tout d’abord nous en éloigner un petit peu — une habitude des mathémati-

ciens — afin de mieux comprendre le contexte dans lequel se passe notre étude : on appelle cela I’abstraction.

1.1.1 Préliminaires et notations

Nous nous contenterons de I’idée intuitive d’objets tels que les points, les droites, les segments, les angles, les per-
pendiculaires, les droites paralleles, les plans, I’espace, les longueurs, les distances et I’aire. Ce faisant, nous suivrons
I’évolution historique du domaine de la géométrie. Certains de ces objets seront néanmoins décrits comme des en-
sembles de points a 1’aide du langage mathématique moderne. Le langage et les symboles nécessaires ont été présentés

au CHAPITRE 0, auquel le lecteur pourra se référer au besoin.

Les notations utilisées sont les suivantes :

NoTATIONS

(i) P désigne un plan (2 dimensions : longueur et largeur) ;
(i) & désigne 'espace (3 dimensions : longueur, largeur et épaisseur) ;
(iii)  Si A est un point d’un plan P, alors on notera : A € P (le symbole « € » se lit « appartient a »
ou « élément de »);
(iv)  Pour deux points distincts A, B € P :
e (AB) désigne la droite passant par A et B;
o [ADB] désigne le segment reliant A et B}
o AB désigne la longueur du segment [AB];
(v)  ABC désigne un triangle dont :
o les sommets sont les points A, B et C';
e les cotés sont [AB], [BC] et [AC];
e les angles sont XB\C = 53\14, W =5 @ et @ = §C’\A (lorsque le contexte est

sans ambiguité, on notera ces angles fAl, Bet é);
(vi)  Pour deux droites d,d’ C P :
e d | d' signifie que d est perpendiculaire a d’;
e d || d’ signifie que d est paralléle a d'.

La figure qui suit illustre I’ utilisation quelques unes de ces notations sur un triangle ABC.
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BC = lalongueur de [BC]

Pour donner une premiere idée de la facon dont nous allons présenter les mathématiques, nous rappelons ici la définition

d’un cercle :

DEFINITION 1.1

Soient O, A € P deux points du plan. Le cercle C de centre O passant par A (ou encore de rayon OA) est

I’ensemble de tous les points M du plan tel que OM = OA; autrement dit :

C={M e P|OM = OA}.

J

|\

La phrase mathématique C = {M € P|OM = OA} selit: « C est ’ensemble des points M du plan P tel que la
longueur O M est égale a la longueur O A ».
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1.2  Quelques résultats classiques

Nous allons revisiter ici deux résultats classiques bien connus et non sans lien avec le probléme qui nous intéresse : la

somme des angles d’un triangle est un angle plat (c’est a dire 7) ainsi que la reégle du parallélogramme.

La question principale qui va nous guider tout au long de cette visite est : pourquoi ces énoncés sont-ils vrais ?

1.2.1 Somme des angles d’un triangle

On consideére 1’énoncé suivant.

PROPOSITION 1.2

La somme des angles d’un triangle est un angle plat (= 7).

Pourquoi cet énoncé est-il vrai ? Donnons en la démonstration.

@5 DEMONSTRATION  Soit ABC un triangle et soit d la droite parallele & (AB) passant par C. Plagons le

point X sur d, et le point Y sur (BC') comme Iillustre le dessin suivant :

(4B) J
X
A
B Y
(BC) / / c
En reportant les angles, on obtient :
ABC + BAC + ACB = XCY + ACX + ACB
= BCY
= .

A REMARQUE Sion analyse attentivement les arguments utilisés dans la preuve de cette proposition, on ob-
serve que la preuve est basé sur « le fait » suivant : on « reporte les angles » ou autrement dit :

les angles sont invariants par translation et les angles opposés sont égaux.

On est alors en droit, on en a méme le devoir, de poser a nouveau la question suivante : Pourquoi cet énoncé est-il vrai ?
Avant de répondre a cette question, traduisons cet énoncé dans une forme mathématique plus concrete avec laquelle on

pourra travailler.
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Enoncé 1: Soient d et d’ deux droites sécantes. Alors les angles opposés par le point d’intersection sont égaux :

PN
X

Enoncé 2 : Les angles sont invariants par translation :

Que penser de ces énoncés ? Sont-ils vrais ? Peuvent-ils se démontrer ? Si oui, on est certain que la somme des angles

d’un triangle est 7 ; sinon ... on n’est certain de rien. L'énoncé 1 peut se démontrer ; il s’agit d’une proposition, que ’on

énonce de la facon suivante :

PROPOSITION 1.3

Soient d et d’ deux droites sécantes. Alors les angles opposés par leur point d’intersection sont égaux.
Cet énoncé se « mathématise » de la fagon suivante : en choisissant deux points X, Y € d et deux points X', Y’ €
d' tels que le point d’intersection A € d N d’ soit entre X et Y et entre X’ et Y”, on peut alors écrire les égalités
suivantes :
XAY = X'AY et YAY' = XAX'.
XI
X A Y
* * d
YI
d/
. J
‘25 DEMONSTRATION
XAY +YAY' = n = XAX'+XAY —  YVAY = XAX'

Idem pour I’autre égalité.

L’énoncé 2 ne peut quant a lui pas étre démontré. Il s’agit d’un axiome, que 1’on accepte comme étant vrai sans preuve :
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AXIOME 1.4

Les angles sont invariants par translation.
Cette situation se « mathématise » de la fagon suivante : soient d et d’ deux droites paralleles et d” une droite
sécante a d et d’. En posant des points comme I’illustre la figure suivante, on obtient :
XAX'" = XBX"
d X! d X
X A B
- \ \ d"
|\ J

Dans le cadre de la géométrie Euclidienne, dans laquelle I’ Ax10ME 1.4 est considéré vrai, la ProposITION 1.2 est valide

et nous avons bien que la somme des angles d’un triangle est un angle plat>.

Afin de simplifier le discours, on peut formuler le corollaire suivant :

COROLLAIRE 1.5: (TRANSLATIONS DES ANGLES)

Soient d et d’ deux droites parallles et d” une droite sécante a d et d’. En posant les points définis sur la figure

suivante, on a :

X'AX" = XBX" = Y'AY' = Y'BY e XBY" = YBX" = X'AY" = X'AY'

On dit aussi que :

(i) les angles alternes internes sont égaux ;

(ii)  les angles alfernes externes sont égaux.

3. Attention, bien que ce résultat soit vrai en géométrie Euclidienne, il existe d’autres géométries dans lesquels I’AxioME 1.4 n’est pas admis.

Dans de tels cas, la somme des angles d’un triangle n’égale pas toujours 7. De telles géométries seront couvertes dans le cours MAT2400.
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@5 DEMONSTRATION  Découle directement de la PROPOSITION 1.3 et de I’AXIOME 1.4.

1.2.2 Triangles isométriques

Revenons aux triangles. Les triangles ont été considérés par les mathématiciens grecs comme les objets élémentaires du
plan : constitués de trois points distincts et non alignés, reliés par des arétes ou cOtés, les triangles vivent dans un plan
‘P. Avant d’étudier des objets plus complexes (carrés, polygones, etc.) il est naturel de savoir comparer les triangles afin
de comprendre leurs différences et leurs similarités. Si un triangle est constitué de trois points fixes, que peut-on dire
d’un autre triangle dont les cotés sont en tout point identiques a ceux du triangle de départ ? On observe par exemple que
les angles adjacents aux cotés de méme longueur sont aussi égaux. Mais une observation n’est pas une preuve, alors,

pourquoi cet énoncé est-il vrai ? Commengons par « mathématiser » cet énoncé en le précisant méme un peu.

DEFINTTION 1.6

Deux triangles sont dits isométriques si leurs trois cotés sont respectivement isométriques (c-a-d de longueur

égale).

B F

-
(N

AXIOME 1.7: (TRIANGLES ISOMETRIQUES)

Les trois énoncés suivants sont équivalents (c-a-d : (i) <= (ii) <= (iii)) :
(i)  Deux triangles sont isométriques ;

(i)  Deux triangles ont deux cotés respectivement isométriques adjacents a un méme angle ;

B F

E

(iii)  Deux triangles ont un c6té isométrique compris entre deux angles respectivement égaux.
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A nouveau le mathématicien se poserait immanquablement les questions suivantes : est-ce que cet énoncé est vrai?
Si oui, comment le démontrer ? C’est en explorant ce genre de question que les mathématiques se sont développées.
Dans ce cas, nous ne sommes a nouveau pas capable de démontrer cet énoncé; cette propriété est encore un axiome.
On peut par contre en déduire la propriété bien connue suivante en utilisant I’équivalence (i) <= (ii) tout en alternant

successivement les roles de A, B et C.

COROLLAIRE 1.8

Si deux triangles sont isométriques, alors leurs angles sont égaux.

A REMARQUE La réciproque de cet énoncé est fausse : deux triangles dont les angles sont égaux ne sont pas
forcément isométriques. On peut penser par exemple a deux triangles équilatéraux dont I’un est plus petit que I’autre.

On dit que deux triangles dont les angles sont deux a deux égaux sont semblables.
1.2.3 Regle du parallélogramme
Le role du parallélogramme est prépondérant comme outil de démonstration, mais aussi comme outil de construction

comme nous le verrons dans la suite de ce chapitre. Nous allons tout d’abord commencer par rappeler la régle du

parallélogramme.

ProposiTION 1.9: (REGLE DU PARALLELOGRAMME)

Soit ABC'D un quadrilatere convexe. Les énoncés suivants sont équivalents :

(i)  ABCD est un parallélogramme ;
(ii) AB=CDetAD = BC,
(iii)  les diagonales de ABC'D se coupent en leur milieu ;

(iv) AB=CDet(AB) | (CD).

Comme avant, posons nous les questions suivantes : quelle est la définition d’un « parallélogramme » ? Pourquoi cet
énoncé est-il vrai 7 La définition ne pose évidement pas de probleme, rappelons-la tout de méme afin de s habituer a la

maniere de présenter les textes mathématiques.
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DEFINITION 1.10: (PARALLELOGRAMME)

Un parallélogramme ABC D est 1a donnée de quatre points A, B, C'et D de P tels que (AB) || (C'D) et (AD) ||

(BC).
A B
D ©

(& J

& REMARQUE Un parallélogramme est un quadrilatére convexe (c-a-d non croisé).

‘25 DEMONSTRATION (REGLE DU PARALLELOGRAMME)

Montrons (i) <= (ii) (Pour le reste des équivalences, voir I’EXERCICE 1.1).

(i) == (ii) 1 suffit de montrer que les triangles ABD et BCD sont isométriques.

D’abord, on a ADB = DBC (11 s’agit d’angles alternes internes formés par la droite (B D) coupant les droites
paralleles (AD) et (BC)). De méme, ABD = BDC, car (AB) || (CD).

Ainsi, ABD et BCD sont isométriques, donc AB = CD et AD = BC.

(i) <= (ii)  L’hypothése de départ est AB = C'D et AD = BC. Montrons que (AB) || (CD) et (AD) || (BC).
Soit d 1a droite parallele a (AD) passant par B. On veut montrer que d = (BC)).

Comme AB = CD et AD = BC, les triangles ABD et BCD sont isométriques, car BD = BD. Ainsi,
ADB = DBC.

Soit C” un point sur d du méme c6té de (AB) que C. Comme les angles sont invariants par translation, on a
que ADB = DBC". Donc DBC" = ADB = DBC'. Autrement dit, les points B, C et C’ sont alignés, d’ott
d = (BQC).

On procede de méme pour montrer que (AB) || (DC).
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1.2.4 Premiére construction d’un angle droit

PRrROPOSITION 1.11

Soientt C un cercle de centre O, [BC] un diamétre de C et A € C \ {B, C'}. Alors ABC est un triangle rectangle
en A.

L ON N
A\

Comme avant, posons nous les questions suivantes : quelle est la définition d’un triangle rectangle en A? Pourquoi

cette énoncé est-il vrai ? La définition ne pose pas non plus ici de probleme, mais rappelons-la tout de méme afin de

s’habituer a la maniére de présenter les textes mathématiques.

DEFINITION 1.12

On dit qu’un triangle ABC est rectangle en A si BAC = 7 (angle droit). Le segment [BC] est I'hypoténuse de
ABC.
B
%,
Doy .
0[6011
A C

25 DEMONSTRATION (PROPOSITION 1.11)  Soit A € Ctel que A # Bet A # C. Alors, ABC estun

triangle (et C est un cercle circonscrit 28 ABC'). On a bien entendu que O est le point milieu de [BC].

Soit A’ € (AO) tel que O soit le milieu de [AA’]. Donc A’ € C, car AO = OA'.

A
D

(40)
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Le quadrilatere AC A’ B a ses diagonales qui se coupent en leur milieu O, ¢’est donc un parallélogramme. De plus, ses
diagonales sont de méme longueur (BC' = 20B = 20A = AA’), ¢’est dont un rectangle (voir I’EXERCICE 1.2). D’oll

ABC est un triangle rectangle en A.

1.3 Les théorémes de Pythagore et de Thales

Les deux théoréemes que nous présentons ici sont, sans nul doute, les deux théorémes les plus célebres issus des re-

cherches des mathématiciens grecs.

1.3.1 Théoreme de Pythagore

Intéressons nous d’abord a 1’'un des résultats mathématiques les plus connus.

THEOREME 1.13: (PYTHAGORE)

Soit ABC' un triangle, alors :

ABC estrectangleen B <=  AB? + BC? = AC?

25 DEMONSTRATION

(:>) On considere un carré M NOP de coté « = AB + BC. On place les points I, J, K et L comme suit :

I€[MN] et MI=AB (doncIN = BC)
Je€[ON] et NJ=AB (donc JO = B(C)
K €[OP] et OK =AB (donc KP = BC)
Le[MP] e PL=AB (donc ML= BC)
N J 0
[ |
C
I
b K
A B
B
M L P
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On obtient ainsi que les triangles M LI, N1J, JOK et K PL sont rectangles et isométriques 2 ABC'. En parti-

culier,
IJ=JK=KL=I1L=AC
NIJ =ILM = BCA
MIL = NJI = CAB.
Donc :

m:w_m_m:w_@_@:@:g.

Donc /J K L estun carré. D’ou :

Aire(MNOP) = Aire(IJKL) + 4- Aire(ABC)
— (AB+BC)? = AC? + 4-%71%
— AB? + BC? +2-AB-BC = AC? +2-AB-BC
— AB? + BC? = AC?

(<:) Soit A la hauteur issue de C' dans ABC'. On veut montrer que h = (BC). Soit I le point d’intersection de h
avec (AB). Montrons alors que I B = 0 et donc que [ = B.

Comme AIC et BIC sontrectangles en I, on a, par le sens direct du théoréme, démontré ci-dessus, que :
IC?+1B* = BC? et ITA?+1C? = AC?.

Et comme AB = AI + IB et AB? + BC? = AC?, on en déduit que :

IA>+1C* = AC?
= (AB—IB)*+1C* = AB?+ BC?
=  AB*+IB?’-2-AB-IB+1IC* = AB*>+IC*+1B?
== 2-AB-IB = 0
Donc B = I, ce qui implique que ABC est rectangle en B.
[ |
Application. Le théoréeme de Pythagore permet surtout de vérifier si deux droites sont perpendiculaires ou non.

Pour cela, il suffit de nommer A le point d’intersection de ces deux droites, de choisir un point B sur la premiére et
un point C sur la seconde, puis de calculer AB?, AC? et BC?. Si AB? + AC? = B(C?, alors ces deux droites sont

perpendiculaires ; sinon, elles ne le sont pas, en vertu du théoréme de Pythagore.



1.3.2 Théoreme de Thales

Voici maintenant I’autre résultat majeur issu des travaux des géometres de la Gréce Antique. Bien entendu, comme

avant, nous allons nous intéresser a pourquoi ce théoréme est vrai.

THEOREME 1.14: (THALES)

Soient ABC et AEF deux triangles tels que B € (AE) et C € (AF).
(i) Si(BO) | (EF),alors 42 = 4L = £L

(ii)  Réciproquement, si 42 = 4L alors (BC) || (EF).

@5 DEMONSTRATION  On suppose que B € [AE] et C € [AF]. Ce cas est suffisant pour démontrer le

théoreme. On laisse le soin au lecteur de s’en convaincre.

(i)  Soit h la hauteur issue de B dans le triangle ABC'. Alors

Aire(ABC) = AC:h } AF _ Aire( ABF)

2 _— W
Aire( ABF ) = AE:h AC ~ “Aire(ABC) -

A

]I,E

E

De méme, avec la hauteur /' issue de C' dans ABC, on montre que ‘:—g = %ﬁ:g;.
11 suffit maintenant montrer que Aire(AFEC') = Aire(ABF), ou encore que Aire(BC'E) = Aire(BC'F), puisque
Aire(AEC) = Aire(ABC) + Aire(BCE) et Aire(ABF') = Aire(ABC') + Aire(BCF).

Soient /.1, la hauteur issue de E dans BC'E qui coupe (BC') en I, et /11, la hauteur issue de F' dans BC'F' qui
coupe (BC) en J.

Il est évident que /1y || hp. Et comme (BC) || (EF), IJFE est donc un rectangle. Ainsi, I[E = JF et on
obtient que

Aire(BCE) = %(BC’ IE) = %(BC’ . JF) = Aire(BCF)

Dot 4£ = 4E

AC = AB-

st 1.2 AE _ EF . .
La preuve de I'égalité 45 = 5 est laissée en exercice (EXERCICE 1.8).
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(i) Par hypothese, on a que 4% = 4E.

Soit d, la parallele a (BC) passant par E et soit F” I'intersection de d avec AF. Par (i), on a que % = %. I

en découle alors que :

AF  AF ,

Comme AF’ = AF et comme F et F’ sont tous les deux sur (AC), on obtient alors que F' = F’. On en déduit
que d = (EF') = (EF) etdonc que (EF) || (BC).

1.4 Médiatrice

DEFINITION 1.15

Soient A, B € P deux points distincts. La médiatrice du segment [AB] est la droite perpendiculaire 2 (AB)
passant par le milieu de [AB].
A
_____________ Médiairice
B

DEFINITION 1.16

Soient A, B € P distincts. On dit que M € P est équidistant @ A et B si AM = BM.

Si I est le point milieu de [AB], alors IA = IB. Donc I est équidistant & A et B et I est aussi sur la médiatrice
de [AB].

L’exemple précédent se généralise comme suit :

ProrosITION 1.17

Soit M € P. M est alors sur la médiatrice de [AB)] si et seulement si M est équidistant 2 A et a B.

@5 DEMONSTRATION  Notons d la médiatrice de [AB] et I le milieu de [AB].

(:>) Supposons que M € d. Alors les triangles M 1A et M 1B sont isométriques, car
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MI = MI
MIA=MIB=1%

D’ou AM = BM et donc M est équidistant a A et a B.
(¢> Supposons que M est équidistant & A et a B. Il suffit de montrer que (IM) L (AB), caril n’y a qu’une

unique droite perpendiculaire a (AB) passant par I.

Le triangle AM B est isocele en M, car AM = BM, donc Jm = Z@

On obtient ainsi :

MA=BM
Al = BI = les triangles M AI et M BI sont isométriques.
MAI = MBI

D’ou @ :m et

9MIB = MIB+MIA = BIM+MIA
— BIA
= 7 ( car B,I, A sont alignés. )

Donc MIB = % et finalement on obtient que (/M) L (AB).



1.5 Triangles, droites et points remarquables

1.5.1 Médiatrice et cercle circonscrit

DEFINITION 1.18

Le cercle circonscrit a un triangle ABC' est le cercle passant par A, B et C.

B

C

(. J

Il faudrait se poser la question si un tel cercle existe. La réponse est oui, comme le montre la proposition suivante :

ProposiTION 1.19

Les médiatrices d’un triangle ABC sont concourantes (se coupent au méme point) en le centre du cercle circons-
crita ABC.

do B
NN

~
|\

@5 DEMONSTRATION  Soient d 4 la médiatrice de [BC], d 5 la médiatrice de [AC], d¢ la médiatrice de [AB]

et O le point d’intersection de d 4 et d .
On va montrer que d4 N de = {O}.

Notons que d4 N dp # (), car sinon on aurait que d4 || dp, ce qui impliquerait que A, B, C' soient alignés, ce qui est

impossible puisque ABC' est un triangle.

OnaOA =0C,carO € dp,et OB = OC, car O € d 4. On a alors que OA = OB, ce qui implique que O € d¢. 1l
s’ensuit que {O} = da Ndp Nde.

Et comme OA = OB = OC, les points A, B, C' sont donc sur un cercle centré en O : le cercle circonscrit a ABC.
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COROLLAIRE 1.20

Soientt A, B, C' € P trois points non alignés. Il existe alors un unique cercle passant par A, B et C.

‘25 DEMONSTRATION
Existence :  L’existence suit du fait que ABC est un triangle. On peut alors prendre le cercle circonscrit 8 ABC.
Unicité :  Soit C un cercle de centre O passant par A, B et C. On a alors OA = OB = OC. Ainsi, O est le point

d’intersection des médiatrices de ABC et donc C est le cercle circonscrit a ABC.

A REMARQUE  Ce corollaire implique en particulier que si deux cercles s’intersectent en trois points distincts,
alors ils sont égaux. Ainsi, si deux cercles distincts se coupent, ils se coupent en un point (ils sont tangents) ou en deux

points (ils sont sécants).

1.5.2 Hauteurs et orthocentre d’un triangle

DEFINITION 1.21: (HAUTEUR D’UN TRIANGLE)

La hauteur d’un triangle ABC issue du sommet A est la droite prependiculaire a (BC) et passant par A.

PrROPOSITION 1.22

Les hauteurs d’un triangle ABC' sont concourantes au méme point H, appelé 1’orthocentre de ABC.

ha

@5 DEMONSTRATION  Soit A’ le point d’intersection de (BC') avec la hauteur issue de A, B’ le point d’in-
tersection de (AC') avec la hauteur issue de B et C’ le point d’intersection de (AB) avec la hauteur issue de C'. Les

hauteurs sont donc (AA’), (BB') et (CC").
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Soient d 4 la parallele a (BC') passant par A, dp la parallele a (AC') passant par B et d¢ la parallele a (AB) passant
par C. On a que d4, dp et d¢ ne sont pas paralleles, car (AB), (BC) et (AC) ne le sont pas (ABC est un triangle).

Soient A tel que {41} =dp Nde, By tel que {B1} =daNdcetC)tel que {C1} =daNdp.

De ce fait, on obtient que ACBC; et AB;CB sont des parallélogrammes. Donc
C1A=BC=AB; = Aestlemilieude [B,C}].

De méme, on montre que B est le milieu de [A;C4] et que C est le point milieu de [A; B1].

On remarque que :

(A1C) || (AC)

} — (BB/) 1L (AlCl)
(BB') L (AC)

Et comme B est le milieu de [4; '], on en déduit que (BB’) est la médiatrice de [A;C].

(AA")
Bl | A | C]

| i da

Cl
BC ! (BB')

(BC) . A o S . {

."._B’
7 H (AC)
(cc”)

Ay

dc
dp

De méme, on montre que (C'C") est la médiatrice de [A; By] et que (AA’) est la médiatrice de [B1C"].

Donc (AA"), (BB') et (CC") sont les médiatrices du triangle A, B et sont donc concourantes.

1.5.3 Meédianes et centre de gravité



DErINITION 1.23: (MEDIANE)

La médiane issue du sommet A d’un triangle ABC est la droite passant par A et le milieu de [BC].

A

Ve
(&

ProOPOSITION 1.24

Soit ABC' un triangle. Ses médianes sont concourantes au centre de gravité du triangle : ce point G est situé au

% de chaque médiane a partir du sommet correspondant.

A

~
-

@5 DEMONSTRATION  Voir EXERCICE 1.18.

1.6 Axiomes de la géométrie euclidienne du plan et de I’espace

Nous avons rencontré précédemment deux axiomes : la régle de l’invariance des angles par translation (AXIOME 1.4)
et la régle des friangles isométrigues (AxioMmE 1.7). On a vu I'importance de ces axiomes dans le processus déductif
qui nous a permis de démontrer plusieurs résultats fondamentaux en géométrie. Nous allons maintenant nous intéresser
de plus pres a la notion d’axiome. Lorsqu’un mathématicien se place dans un contexte particulier, ici la géométrie
euclidienne du plan et de I’espace, il se dote avant tout de « régles du jeu », d’axiomes, qui sont un ensemble de principes
régissant ce monde mathématique particulier. L'objectif étant de se servir de ces seuls axiomes pour expliquer, c’est-
a-dire démontrer, toutes les observations qu’il peut faire dans ce contexte particulier. L’avantage d’une telle méthode
déductive est, par exemple, que lorsque le mathématicien rencontre un environnement dans lequel tous les axiomes de
la géométrie euclidienne du plan et de I’espace sont vérifiés, il sait alors automatiquement que tous les résultats connus

en géométrie euclidienne y seront valides.

Notons que la liste présentée dans ce chapitre n’est pas exhaustive. Nous n’exposerons pas, par exemple, les axiomes

concernant les angles ; ces derniers seront bien définis au CHAPITRE 3.

On se rappellera que des axiomes sont des énoncés qui ne se démontrent pas, mais ils sont posés comme « regles du

jeu » en géométrie euclidienne du plan et de 1’espace. Nous allons articuler cette section autour de I’objectif suivant :
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développer I’idée qu’en mathématiques, beaucoup de résultats sont contraints par trés peu d hypotheses de bases (les

axiomes).

1.6.1 Axiomes des droites

Tout d’abord, nous allons présenter quelques principes de base qui régissent les droites, les plans et I’espace.

Axi0oME I

Soient A, B deux points dans 1’espace £. 1l existe une unique droite passant par A et B. On note cette droite

(AB).
(AB)
//;/

A

r
(.

Nous « savons bien » qu’il existe toujours un point qui n’est pas sur une droite donnée et que sur cette droite on peut

toujours prendre deux points distincts; c¢’est en fait un axiome :

AxiomE II

Soit d une droite de I’espace £. I existe alors deux points distincts A, B € d, A # B, tels que d = (AB) et il
existe C' € & tel que C' ¢ d.

o C

B

-
.

Application (position relative de deux droites) On peut déja déduire de ces deux seuls axiomes les propriétés
bien connues suivantes. Il est intéressant d’observer que ces propriétés, bien que naturelles dans I’imaginaire collectif,

ne sont pas des axiomes mais se déduisent immanquablement des deux axiomes ci-dessus.

PROPOSITION 1.25

Soient d; et do deux droites de I’espace. On a alors 1’un des cas suivants :
(i) il existe un point A € & tel que d; Nda = {A} (on dit que d; et do sont sécantes);
(i) diy=da;
(iii)  dyNdy =0.
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dl dl d2
\ \\ >4<
d1 = dz d2

@5 DEMONSTRATION  Si di1 Ndy = 0, on se trouve dans la troisiéme situation.

Supposons maintenant qu’il existe un point A € dy Ndy. Alors on a deux cas : soit d; Nda = { A}, ce qui est la premiére
situation, soit il existe au moins un autre point B € d;Nds distinctde A. Danscecas A, B € dyet A, B € dy.I’axiomE

nous garantit alors que d; = (AB) = da, ce qui est la deuxiéme situation.
[ |

A REMARQUE La situation d; N da = 0 ne veut pas forcément dire que ces droites sont paralléles dans

I’espace. Nous allons revenir sur ce point un plus loin dans cette section.

Bien entendu, un lecteur pourrait se demander pourquoi nous ne prenons pas pour axiome toutes les propriétés qui
nous semblent naturelles. Et bien, une des raisons est que le mathématicien aime réduire au maximum ses hypotheses
de travail afin de maximiser ce qu’il doit retenir. Un deuxiéme argument est qu’il désire rendre ses prédictions les plus
précises possibles. En quelque sorte, on pourrait dire que le mathématicien croit que moins il y a d’inconnus, ici les

axiomes, plus les prédictions seront fiables.

On va maintenant se doter de reégles concernant les plans dans 1’espace.

1.6.2 Axiomes des plans (section facultative)

AxiomE III

Par trois points non alignés passe un et un seul plan. On note ce plan P = (ABC).

|\ J

Ceci donné, on se pose la question suivante : Peut-on déduire de ce troisieme axiome que la droite (A B) est entierement
contenue dans le plan? En d’autres mots, peut-on déduire de ce troisieéme axiome que n’importe quel point de (AB)

est aussi un point de (ABC') ? La réponse est non, et ¢’est pourquoi nous posons ce quatriéme axiome :

Si A et B sont deux points d’un plan P, alors (AB) est entierement incluse dans ce plan. On note (AB) C P.

Application 1 : On peut déduire avec 1’ajout de ces axiomes la propriétés bien connue suivante. Il est a nouveau

intéressant d’observer que cette propriété se déduit immanquablement des axiomes ci-dessus.
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PRroOPOSITION 1.26

(i)  Soit d une droite et un point C tel que C' ¢ d. Alors il existe un unique plan passant par C' et

contenant d.

(ii)  SiP estun plan, alors il existe trois points non alignés A, B, C' tel que P = (ABC).

@5 DEMONSTRATION  En vertu de I’ axiome 11, on peut prendre deux points distincts A, B sur d.
Comme C ¢ d, A, B et C ne sont pas alignés.
I’ axtome 11T nous assure alors qu’il existe un unique plan P = (ABC).

Enfin, I’axiomE IV nous assure que d = (ADB) est contenu dans cet unique plan P. Ceci montre les deux énoncés

cherchés.

Application 2 (position relative d’un plan et d’une droite) :

ProrosiITION 1.27

Soient d une droite et P un plan. On a alors 1’un des cas suivants :
\

e \\ e
P

(i) dcoupe P en un point;

(ii) dcCP;

(iii)  dNP=40.
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25 DEMONSTRATION  Sid NP = 0, on a la situation (ifi).

Sid NP # () on a deux cas possibles :
e dNP = {A}, donc on est dans la situation (i) ;

e d coupe P en au moins deux points distincts A et B. En vertu de I’axiome IV, on obtient d = (AB) C P, car
A, B € P. On est donc dans la situation ().

Finalement, il nous faut un dernier axiome pour s’assurer des trois dimensions de 1’espace, car cette propriété ne découle

pas des axiomes précédents.

AxioME V

1l existe toujours un point de 1’espace non contenu dans un plan donné.

A

P

\ J

A REMARQUE Ce cinquieme axiome peut étre vu comme 1’équivalent pour les plans de I’ axiomE II concer-

nant les droites.

Position relative de deux plans de I’espace :
Nous avions conclu la partie sur les axiomes de droites par la position relative de deux droites dans I’espace, déduite
des axiomes des droites. De facon surprenante, il n’est pas possible de faire la méme chose pour les plans. Pourquoi ?

Recommencons le méme raisonnement que dans la démonstration de la PROPOSITION 1.25%.

Deux situations sont possibles :
e Soit les deux plans P et P’ sont disjoints (c’est-a-dire P NP’ = (),
e soit ils ne le sont pas (c’est-a-dire P NP’ #£ ).

Supposons que P N P’ contiennent au moins trois points A, B, C' non alignés. Alors en vertu de I’ axiome III, on a
P = (ABC) = P’. Dans le cas ot P NP’ ne contient que des points alignés, alors I’intersection P NP’ est une droite,

en vertu de I’axiomE IV.

Mais que peut-on déduire si P NP’ = {A} un unique point? Souhaite-t-on que I’intersection de deux plans dans
I’espace puisse étre un point ? Dans le contexte de la géométrie euclidienne, la position relative de deux plans ne peut
pas se déduire des axiomes précédents. Il faut donc se donner en axiome ce qu’on entend par position relative de deux

plans.

4. On invite le lecteur a aller relire cette démonstration pour réaliser a quel point ces deux raisonnements sont similaires.
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Lintersection de deux plans distincts est soit vide, soit une droite.

1.7 Droites coplanaires et parallélisme

Nous avions fait la remarque plus haut que deux droites de I’espace d’intersection vide ne sont pas forcément paralleles.

Pour justifier cela, nous allons devoir préciser la définition de droites paralléles.

1.7.1 Droites paralléles dans un plan

DEFINITION 1.28

Ont dit que deux droites d’'un méme plan sont paralléles si elle ne se croisent pas ou si elles sont confondues.

NOTATIONS

Soient d et d’ deux droites d’un plan. On note d N d’ I’ensemble des points d’intersection de d et d’. De plus,

e d || d estlanotation pour les droites d et d’ sont paralleles;

e (d|d) < (dnd =0 v dnd =d) (Attention! Ceci n’est plus vrai pour deux droites

quelconques de 1’espace, comme nous allons le voir dans la partie suivante.)

ProrosITION 1.29

Soient d et d’ deux droites d’un plan P. Il y a deux cas possibles :

e d| d :les deux droites sont paralleles;

e dnd ={A}ou A € P estun point : les droites sont sécantes (elles se coupent en un point).

@5 DEMONSTRATION  Cette proposition est une reformulation de la PROPOSITION 1.25.
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La question que nous devrions immanquablement nous poser est la suivante : existe-t-il une unique parallele a une droite
donnée passant par un point donné ? On ne peut pas répondre a cette question en géométrie sans poser le célebre axiome
d’Euclide.

1.7.2 Axiome d’Euclide et transitivité du parallélisme

AXIOME D’ EUCLIDE (POSTULAT DES PARALLELES)

Soient d une droite et A un point qui n’est pas sur d. Soit PP I’'unique plan défini par d et A. 1l existe une unique

droite d’ dans P passant par A et parallele a d.

(. J

A REMARQUE  Les mathématiciens ont longtemps essayé de démontrer cet axiome a partir des autres. C’est
au XIXe siecle que ’on a découvert des modeles d’« autres géométries » ou le cinquieme axiome d’Euclide n’est pas
vérifié (ex : géométrie elliptique et hyperbolique). Cela révolutionna les mathématiques, et par extension la physique

(théorie de la relativité), et par extension...

La proposition qui suit, et en particulier le troisieme point, est fortement liée au postulat d’Euclide : il existe des géo-

métries dans lesquelles la transitivité du parallélisme n’est pas vérifiée.

La notion de relation d’équivalence, qui intervient dans la proposition suivante, est présentée dans I’aANNExE B. Le

lecteur y trouvera les définitions de réflexivité, de symétrie et de transitivité, accompagnées d’exemples.

ProrposiTiON 1.30

La relation éfre paralléle dans le plan est une relation d’équivalence, c’est-a-dire :
Si dy, ds, d3 sont trois droites d’un plan P, on a

o dy || dy (réflexivité);

o di|da = da di (symétrie);

o di|dyetds | d3s = di| ds (transitivité).

@5 DEMONSTRATION  Le fait que la relation étre paralléle soit symétrique et réflexive suit immédiatement

des définitions. Pour le fait qu’elle soit transitive, voir EXERCICE 1.20(b) (ce résultat nécessite 1I’axiome D’ EUCLIDE).
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1.7.3 Droites paralleles dans I’espace (section facultative)

DEFINITION 1.31

(i)  Ondit que des points sont coplanaires s’ils sont contenus dans le méme plan;
(@)  On dit que deux droites sont coplanaires si elles sont contenues dans un méme plan;;

(@ii)  Deux droites sont paralléles si elles satisfont les deux conditions suivantes :

e eclles sont coplanaires;

e elles sont paralleles dans 1’unique plan qui les contient.

(N

|\

A REMARQUE

e  On déduit du troisieéme et du cinquieme axiome la proposition suivante : dans 1’espace, il existe tou-

jours 4 points non coplanaires ;
e  Deux droites non sécantes et non coplanaires ne sont pas paralleles;

e Il existe un unique plan contenant deux droites paralleles distinctes (pourquoi ?).

On peut maintenant reformuler de maniere plus précise la PROPOSITION 1.25.

PROPOSITION 1.32

Soient d; et dy deux droites de I’espace. Alors on a I’'un des cas suivants :

(i)  dj et ds sont sécantes (et donc coplanaires) ;

dy
P

(ii)  dy || da (et donc coplanaires);

dy

da

P

(iii)  dy N ds = 0 et ne sont pas coplanaires.

& J

Nous voulons maintenant démontrer que la relation étre paralléle dans I’espace pour les droites est une relation d’équi-

valence. Pour cela nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant :
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THEOREME 1.33: (THEOREME DU TOIT)

Soient P et Q deux plans sécants (donc distincts) et soitd = P N Q. Sidy C P etdy, C Q sont paralleles, alors
d || dietd ” do.

@5 DEMONSTRATION Supposons que d; coupe d en A. Montrons que 1’on obtient une contradiction.

Soit R le plan contenant d; et ds (ce plan existe, car d; || dz). Alors

AcdinNd
di CR — AeRNQ
dc Q

On sait aussi que do C R, donc R est 'unique plan qui contient dy et A. Or, comme dy C 9, Q est aussi I’'unique
plan contenant ds et A. Alors R = Q. Ainsi, d, d; et ds sont coplanaires et donc P = Q, ce qui est absurde, car par

hypothése ces deux plans sont sécants. On obtient donc que d; || d. On procéde de méme pour montrer que ds || d.

COROLLAIRE 1.34

La relation éfre paralléle dans I’espace pour les droites est une relation d’équivalence, c’est-a-dire : si dy, d2, d3
sont trois droites de £, on a

o dy || di (symétrique);

o di|lda = da| di (réflexive);

o dy|ldyetds||ds = di| ds (transitive).

@5 DEMONSTRATION (transitivité) — On fait I'hypothése que dy || da et ds || ds.

Soit P; le plan contenant d; et A € d5 et soit P5 le plan contenant ds et ds (da || ds).
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Soit d’ = Py N P,. Par le THEOREME DU TOIT, on obtient que d’ est parallele & dy et & do, car d; || da. Or, il existe une

unique droite paralléle a ds et passant par A (AXIOME AXIOME D’EUCLIDE (POSTULAT DES PARALLELES)) :

d" || do
ds || dsy = d3= d || dy.
A S d;g n d/

1.7.4 Plans paralleles (section facultative)

On dit que deux plans sont paralléles (noté Py || Ps) s’ils sont égaux ou d’intersection vide.

ProposiTioN 1.36

Soient P, Q et R trois plans.

(i)  Sideux droites sécantes de P sont paralleles a deux droites sécantes de Q, alors P || Q.

(ii)  Larelation étre paralléle dans I’espace pour les plans est une relation d’équivalence. C’est-a-
dire :
e P | P (symétrique).
o P Q = QI P (réflexive).
e Pl QetQ| R = P| R (transitive).
(iii)  SiP || QetR coupe P en une droite d, alors R coupe Q end’ || d.
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@5 DEMONSTRATION
(i) Supposons que P N Q # (), alors il existe une droite d C P N Q (On va montrer en fait que P = Q).
On a deux cas : soit P N Q = P etalors P = Q, soit P N Q = d. On va montrer que ce dernier cas
est absurde. Posons d; et d} les deux droites sécantes de P respectivement paralleles a ds et dj, les

deux droites sécantes de O.

Comme P et Q sont sécants en d et que d; C P,de C Qetdy || da, on a par le théoréme du toit que
d || dy etd || d2. De méme, on montre que d || d} et d || dj. Par transitivité, on obtient que d; || d,
ce qui est absurde. Donc P N Q # d et ainsi P = Q.

(ii)  Le fait que cette relation est réflexive et symétrique se déduit facilement de la définition. On suppose
que P, Q et R sont deux a deux distincts (sinon il n’y a rien & démontrer). Soit d et d’ deux droites
sécantes de Q et soit A € P, alors le plan contenant A et d coupe P en une droite dp C P. Donc
dp et d sont coplanaires. Comme PN Q =0 (P || QetP # Q),onadp Nd =10, cardp C P et

d C Q.Donc dy, || d. Larelation est donc aussi transitive, ¢’est une relation d’équivalence.

De méme, on construit la droite d;, || d’, d» € P.Comme d et d' sont sécantes, dp et dp le sont aussi

(a vérifier).

Procédant de méme, on construit deux droites sécantes dans R, dg et d tel que dg || detdp || d'.
Par transitivité des droites paralleles dans ’espace et par (1), on obtient donc que P || R.

(iii)  Supposons P # Q,onadoncque PN QO =0.SiRNQ=0= R | Q.Donc, R || P,carP || Q
par (2). Or R NP = d ce qui, par contradiction, entraine que R N Q # () et R # Q. Donc R coupe
Q en une droite d € Q. Comme PN Q =0, d C Qetd CP,onaquedNd =0.0rd,d CR

sont coplanaires, donc d || d'.

Contrairement au cas des droites, I’unicité d’un plan parallele a un plan donné passant par une droite donnée ne nécessite

pas de nouvel axiome.



COROLLAIRE 1.37

Soit P un plan et A ¢ P. Il existe alors un unique plan Q passant par A et parallele a P.

@5 DEMONSTRATION  Supposons par I’absurde qu’il existe Q et R deux plans tels que Q || P et R || P et
A€ QNR = d. Alors, par (iii) de la précédente proposition, on a que R NP = d’ une droite. Ceci contredit R || P.
Donc QNR #d= Q=R (car QNR # ).

1.8 Orthogonalité dans I’espace (section facultative)

1.8.1 Droites orthogonales et plans perpendiculaires

Avant de conclure ce chapitre, nous allons passer en revue les définitions et certains des résultats les plus utiles concer-
nant la notion d’orthogonalité dans 1’espace. Ces notions s’appuient sur la notion d’angle dont nous n’exposerons les
principes précis que dans le cHAPITRE 3. On invite le lecteur & penser & démontrer ces résultats dans le but de parfaire

la compréhension de la différence entre axiomes et propositions démontrables.

DEFINITION 1.38

(i)  Deux droites d et d’ sont dites orthogonales si elles sont paralleles a deux droites perpendicu-
laires (c-2-d a deux droites qui se coupent en angle droit). On note d L d'.

(ii)  Une droite d et un plan P sont orthogonaux si d est orthogonale a toutes les droites de P. On
note d L P.

pn
S

P

(iii)  Deux plans sont perpendiculaires si I’un d’eux contient une droite orthogonale a I’autre plan.
Onnote P L Q.
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EXEMPLE

Soit ABCDEFGH un cube. Malgré qu’elles ne se coupent pas, les groites (EH ) et (AB) sont orthogonales,
car (EH) || (BC) et les droites (AB) et (BC') sont perpendiculaires.
H G
l
' /.
|
JD) e --7/C
7/
/ /—
A

ProrosITION 1.39

Sid| detd L d’ alorsd L d".

@5 DEMONSTRATION  Voir EXERCICE 1.21(a).

THEOREME 1.40

Si une droite est orthogonale a deux droites sécantes d’un plan, alors elle est orthogonale a ce plan. Autrement
dit, il suffit qu’une droite soit orthogonale & deux droites sécantes d’un plan pour qu’elle soit orthogonale a toutes

les droites de ce plan.

@5 DEmMonsTrATION (Idée de 1a preuve)
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Hypothéses : (B'B) L (AD) et (BB')L (AC).
Question : Est-ce que (BB') L d?

On choisit B, B’ tels que A est le milieu de [BB’] et on choisit X tel que {X} = (DC) Nd.
Par hypothese (AC) est la médiatrice de [BB’] dans le plan (ABC'), donc BC = B’C'. De méme, BD = B'D.
= BDC et B’DC sont des triangles isométriques.
— BCD = B'CD et BC = B'C et CX = CX.
= B'CX et BCX sont des triangles isométriques.
— BX = B'X.
— X est sur la médiatrice de [BB’] dans le plan (BB X).
= d=(AX) L (BB).

La suite de la preuve est laissée en exercice.

COROLLAIRE 1.41

(i)  Sideux droites sont paralleles, alors un plan orthogonal & I’une I’est aussi a 1’autre.

d d

R,
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(ii)  Si deux plans sont paralleles, alors toute droite orthogonale a 1’un 1’est aussi a 1’autre.

d

P!

(7ii) ~ Par un point de ’espace, il ne passe qu’un unique plan orthogonal a une droite donnée.

d

@5 DEMONSTRATION  Voir EXERCICE 1.22.

On termine cette section en donnant la définition du plan médiateur, dont le role dans I’espace est analogue au role de

la médiatrice dans le plan.

DEFINITION 1.42: (PLAN MEDIATEUR)

Le plan médiateur d’un segment [AB] est le plan orthogonal a (AB) passant par le milieu de [AB].

L

L,
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PROPOSITION 1.43

M est dans le plan médiateur de [AB] <= AM = BM.

@5 DEMONSTRATION 1 suffit de noter que M est sur la médiatrice de [AB] dans le plan (ABM).

1.8.2 Application : le cube

Grace aux quelques axiomes que nous nous sommes donnés et aux résultats que I’on en a déduit, nous sommes capables

de démontrer, de prédire, les propriétés bien connues du cube en partant de sa plus simple définition.

DEFINITION 1.44

Un cube ABCDFEFGH est un solide dont toutes les faces sont des carrés.

H G

.

|\

PROPOSITION 1.45

Le cube ABCDEFGH ales propriétés suivantes :

(i) les droites définies par les arétes des faces opposées ABCD et EFGH sont telles que
(AB) | (DC) | (EF) || (HG) et (AD) || (BC) || (EH) || (FG);

v/ ¢
EEF

/

D C

A B

(ii)  les plans définis par les faces opposées sont paralleles ;

Géométrie élémentaire Page 65 /213 Orthogonalité dans 1’espace



(iii)

(iv)

A B

les droites définies par les arétes de la face ABCD sont orthogonales aux droites (AE) et
(FB)delaface AEFB ;

H G

F

/

A B

les plans définis par des faces adjacentes sont perpendiculaires.

H G

%5 DEMONSTRATION

(i)

(ii)

(iii)

(iv)

Montrons par exemple que (AB) || (HG). Comme ABCD est un carré, (AB) || (CD). Comme
HDCG estun carré, (CD) || (HG). Par transitivité de la relation étre paralléle, on en déduit que
(AB) || (HG). On procede de méme pour les autres arétes.

Montrons par exemple que (ABC) || (EFG) . On sait que les deux droites sécantes (AB) et (BC')
sont respectivement paralléles aux deux droites sécantes (EF') et (F'G), car ABF'E et BCGF sont
des carrés. En vertu de la proposITION 1.36(7), on en déduit que (ABC) || (EF'G). On procéde de
méme pour les autres plans.

Montrons par exemple que (CD) L (AE). Comme AEH D est un carré, (AE) || (HD). Comme
HDCG estun carré, (HD) L (CD). Par définition on obtient bien que (CD) L (AE). On procéde
de méme pour toutes les autres arétes.

Montrons par exemple que (BFG) L (ABC) .Comme (BFG) contient la droite (BF') qui est per-
pendiculaire aux droites sécantes (AB) et (BC'), on déduit du THEOREME 1.40 que (BF') L (ABC)
et donc que (BF'G) L (ABC'). On procéde de méme pour les autres plans.




1.9 Construction a la regle et au compas (section facultative)

Dans I’Antiquité, les mathématiciens ne concevaient pas les nombres comme nous le faisons aujourd’hui. Les mathé-
maticiens grecs, en particulier, représentaient souvent les grandeurs numériques par des longueurs de segments : le
nombre 5, par exemple, pouvait étre représenté par un segment dont la longueur était égale a cinq fois une longueur
choisie comme unité. Ils se passionnaient donc pour les problemes de construction géométrique, puisque la construc-
tion de nouvelles longueurs leur permettait de représenter de nouvelles grandeurs. Certains de ces problémes, tels que
la quadrature du cercle, sont restés ouverts pendant plus de deux millénaires ; leur impossibilité n’a été démontrée qu’au
XIXe siecle.

Les regles utilisées pour ces constructions étaient simples. Les voici.

On se donne :
e une unité de longueur (un bout de bois, par exemple) ;
e une regle non graduée (pour tracer des droites et des segments);
e un compas (pour tracer des cercles).
On peut donc :
e avec laregle, tracer le segment [AB], et donc considérer sa longueur A B, lorsque les points A et B sont donnés;
e avec la régle, tracer la droite (AB) lorsque les points A et B sont donnés;
e avec le compas, étant donnés deux points O et A, tracer le cercle de centre O et de rayon O A.

Dans la réalité, une corde pouvait jouer a la fois le role de la régle et celui du compas, comme nous 1’avons vu lorsque
nous avons formulé les hypotheses permettant de résoudre le probleme de 1’architecte en fonction du nombre de points

d’attache utilisés.

1.9.1 Report de longueurs a la regle et au compas

La premiére question que 1’on peut se poser est la suivante :

Etant donné un segment [AB] de longueur AB et un point C', comment construire un segment [C'D] ayant

la méme longueur que [AB], c’est-a-dire tel que CD = AB?

Ae 3

Commencons par placer la pointe du compas en A, puis ouvrons-le jusqu’au point B. L’écartement du compas est alors

exactement égal a la longueur AB.

(section facultative)


https://fr.wikipedia.org/wiki/Quadrature_du_cercle

Sans modifier cet écartement, plagons ensuite la pointe du compas en C' et tragons un arc de cercle de centre C' et de

rayon AB.

Choisissons enfin un point D quelconque sur cet arc de cercle et tragons le segment [C'D] a ’aide de la régle.

Puisque D appartient a I’arc de cercle de centre C' et de rayon A B, nous avons nécessairement

CD = AB.

Nous avons donc reporté la longueur AB a partir du point C'.

Dans la suite de cette section, nous utiliserons ce principe de base pour construire différents objets a la regle et au

compas.

1.9.2 Construction d’un angle droit et d’une équerre.

Pour construire un angle droit, il suffit de tracer un cercle puis de tracer un diamétre [BC] et enfin de choisir un point
A sur ce cercle qui n’est pas sur le diamétre. L’angle BAC' est donc un angle droit. Autrement dit, les droites (AB) et

(AC) sont perpendiculaires.

11 suffit donc, pour construire une équerre, de prendre une planche de bois, d’y tracer un cercle, puis un diametre, et enfin
de choisir un point du cercle qui n’est pas sur le diametre. On scie alors la planche afin d’obtenir un triangle rectangle,

en vertu de la proposition ci-dessus.



1.9.3 Construction de la parallele a une droite donnée passant par un point donné.
La construction qui suit est une conséquence de la reégle du parallélogramme (PROPOSITION 1.9).

On se donne un droite d et un point A ¢ d.

On va utiliser ce que ’on sait du parallélogramme. On trace deux points C et D sur d. Il suffit maintenant de construire
le point B pour que ABC'D soit un parallélogramme. En effet, on aura ainsi que d = (CD) || (AB) et (AB) sera la

droite parallele a d passant par A.

Pour cela, il suffit de tracer le point B tel que AB = DC et AD = BC. Soit C; le cercle de centre A et de rayon DC'
et Cy le cercle de centre C' et de rayon AD. Ces deux cercles se coupent en deux points : seul I’'un de ces deux points
fera en sorte que ABC'D soit un parallélogramme, c’est celui du méme coté que A de d (sinon (AB) couperait d). Il

suffit alors de tracer la droite (AB).
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1.9.4 Les nombres constructibles

La constructibilité des nombres a la régle et au compas est importante. Nous allons voir par exemple que nous pouvons
construire v/2. La question est maintenant : peut-on construire n’importe quel nombre ? Donnons un sens mathématique

a cela.

DEFINITION 1.46: (NOMBRE CONSTRUCTIBLE)

Un nombre a est constructible s’il existe A, B € P que ’on peut construire a la régle et au compas tel que
a = AB. Autrement dit, s’il existe un segment [AB] de longueur a que ’on peut construire a la régle et au

compas.

EXEMPLE

Le nombre v/2 est un nombre constructible. En voici une construction :

Soit le segment unitaire [O A].

On construit ensuite une droite d perpendiculaire a (O A) passant par le point O. Cette construction,

illustrée dans la figure qui suit, sera présentée dans les sections suivantes.

On construit finalement B € d tel que OB = OA. Autrement dit, le point B est a une intersection

entre la droite d et le cercle de rayon O A centré en O.

ol

A/

Le segment [AB] est donc de longueur \/2, selon le THEOREME DE PYTHAGORE.

Une question importante est : peut-on additionner, soustraire, multiplier ou diviser des nombres constructibles ?

Addition : On se donne deux segments [AB] et [C'D]. Peut-on construire un segment [F'F) tel que EF = AB +
CD?

(i) On trace le cercle C de centre BB de rayon C'D :
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(ii)  On trace la droite (AB), puis on note F' € (AB) N C de sorte que A, B et F' soient alignés dans cet ordre :

C\D /c./

(iii) En posant £ = A, On obtient le segment [F'F| de longueur EF = AB+ BF = AB+CD:

Soustraction : Supposons que AB > CD. La construction du segment [F'F'| tel que EF = AB—CD est similaire
a celle de I’addition. Il suffit de poser £ = Aet F = [AB]NC:
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Multiplication : On se donne une unité (un segment [AB] tel que AB = 1). Soient deux segments [C'D] et [E'F],

peut-on construire un segment [/.J] tel que IJ = CD - EF ? Oui! Grice au THEOREME DE THALES :

(i) On reporte la longueur C'D sur la droite (AB) et on construit I tel que A = CD et B € [Al] :

/

(ii) On trace le cercle de centre B et de rayon EF':
E
\7

(iii)  On trace une droite passant par A et coupant le cercle en F’. On a alors BF' = EF :

\/ ~_ |

(iv) En utilisant la méthode vue précédement, on trace la droite parallele & (BF") passant par I, et on note .J son

intersection avec (AF”) :

E\Fﬂ/
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Par le THEOREME DE THALES, on a :

1J Al 1J CD
BF’ AB EF 1 d ¢
Division : A faire & ’EXERCICE 1.10(d).

La recherche des nombres constructibles débouchera sur le développement de 1’algebre et de la théorie de Galois
(groupes). Par exemple, I’'impossibilité de la quadrature du cercle se traduit par le fait que le nombre 7 n’est pas construc-
tible.

1.9.5 Meédiatrice et autres constructions a la regle et au compas

Nul doute qu’il faut étre capable de construire une droite perpendiculaire passant par un point donné. La méthode de
construction d’un angle droit que nous avons vue auparavant n’est pas adaptée a cet usage. Voici une méthode qui va
répondre & nos besoins et qui s’appuie sur la notion de médiatrice.

1.9.6 Comment construire le milieu d’un segment (et sa médiatrice) ?

On veut trouver I, le point milieu du segment [AB].

(i) On trace le cercle C4 de centre A et de rayon AB et le cercle C de centre B et de rayon AB. :

(if) Les cercles C4 et Cp se coupent aux points C' et D, puis on trace la droite (C'D), qui coupe [AB] au point [ :

La droite (C'D) est la médiatrice du segment [AB]. En effet, comme C' et D sont équidistants de A et de B, ces deux
points appartiennent a la médiatrice de [AB]. Par conséquent, (C'D) est la médiatrice de [AB]. Le milieu de [AB] est
donc le point d’intersection I des droites (AB) et (CD).
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1.9.7 Comment tracer la perpendiculaire a une droite passant par un point donné ?

Soit d une droite et A un point quelconque du plan (pas nécessairement sur la droite). On veut construire la droite

perpendiculaire a d qui passe par A.

(i) On trace un cercle de centre A suffisamment grand pou que le cercle coupe d en deux points B et C':

(i) Comme B et C sont équidistant de A, le point A est sur la médiatrice de [BC/, qui est perpendiculaire a d

passant par A. Il suffit donc de tracer cette médiatrice (voir SECTION 1.9.6) :
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1.9.8 Comment construire un carré dont un coté est un segment [AB] donné ?
Soit le segment [AB]. On veut construire un carré dont [AB] est I'un des cotés.

(i) On trace la droite perpendiculaire & (AB) passant par A et la droite perpendiculaire a (AB) passant par B (voir

SECTION 1.9.7) :

(i) On reporte la longueur AB sur ces perpendiculaires en tracant des arcs de cercles de rayon AB et de centres A
etB:

On obtient les points C' et D. On a finalement que AB = AD = BC'et DAB = ABC = 5+ ABCD estun

carré !
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1.9.9 Comment construire un polygone régulier ?

Comment construire un triangle équilatéral de coté [AB] donné? Tout d’abord, rappelons la définition d’un tri-

angle équilatéral.

DEFINITION 1.47: (TRIANGLE EQUILATERAL)

On dit que ABC est équilatéral si chacun de ses sommets est équidistant aux deux autres.

A partir d’un segment [AB], on trace le cercle de centre A et de rayon AB et le cercle de centre B et de rayon AB.
Ces deux cercles se coupent en deux points. Appelons C' 1’un de ces points : C' est équidistant de A et de B, donc
AB = AC = BC et donc ABC est un triangle équilatéral.

Comment construire un hexagone régulier ?

DEFINITION 1.48: (HEXAGONE REGULIER)

Un hexagone régulier ABC DEF est la donnée de 6 points tels que AB = BC = CD = DE = EF = AF et

les angles sont tous 27 /3.

On considére une droite d et un point O € d.
(i) On trace un cercle C de centre O. On appelle A et D les points d’intersection de C et d :

C
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(i) On trace les cercles C4 et Cp de centres A et [ respectivement et de méme rayon OA = OD =rayon de C :

(iii) Onnote B, C, E et I les nouveaux points obtenus par I’intersection de C 4 et Cp avec C :

C B

CD CA

E F

Les triangles OAB et OAF sont équilatéraux, car OB = OA = OF = AF = AB. Donc

2T

— — — i v

BAF = BAO + OAF = - + - .
+ 3 + 3 3

On peut montrer que 1’angle des autres sommets est aussi %’T Ainsi, ABCDEF est un hexagone régulier

& REMARQUE Le probléme de la constructibilité des polygones réguliers fut résolu par Gauss et Wantzel
(1796-1837) :

THEOREME 1.49: (GAUSs-WANTZEL)

Un polygone régulier est constructible si et seulement si son nombre de sommet (n) est le produit de puissance

de 2 et de nombres premiers distincts de la forme 22" L 1ok € N.

Parexemple:n = 2,3 = (2% +1),4 = 22,5 = (22 +1),6 = 2-(22"+1),8 = 23,10, 12, 15, 16,17, 20, 24, ...
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1.10 Réponse au probleme de I’architecte

Apres quelques jours de réflexion, notre architecte revint voir le riche citoyen d’Atheénes et lui remis le plan

ci-dessous :

Il commenca alors a lui expliquer comment, avec pour seules ressources une corde et un bout de bois d’un
metre, il pouvait donner des indications aux ouvriers afin de construire un cube parfait de 7 metres de coté,
a partir de la construction de six carrés parfaits de 7 metres de c6té. Le riche citoyen d’Athénes, étant lui-
méme quelque peu versé dans I’art de la géométrie développé par la jeune école pythagoricienne, acquiesca.
Puis I’architecte expliqua une construction de triangles équilatéraux de 7 metres de coté, destinés a devenir
le toit. Le riche citoyen acquiesca encore. Alors I’architecte lui expliqua comment, a I’aide des théoremes
de Thalés et de Pythagore, il lui était possible de placer parfaitement la cloture, dont la longueur mesurerait

la hauteur de la pyramide multipliée par la longueur de la diagonale d’un mur.

« Ha! ha! » s’écria le riche citoyen d’Athénes, « voici ce qu’il me manquait! ». Il poursuivit : « Bravo,
grand architecte, tu m’as convaincu, mais avant de te donner le contrat, réponds a la question suivante :
quelle sera exactement la longueur de ma cl6ture ? ». L’architecte lui répondit rapidement : « la longueur
de la diagonale au carré, soit 49 metres, 0 illustre citoyen ». Le citoyen lui confia alors la réalisation de sa

demeure, qui fut longtemps connue comme 1’une des plus parfaites d’Athenes.

Nous invitons le lecteur qui se demanderait pourquoi la cldture mesure 49 metres de long de faire I’EXERCICE 1.29.



1.11 Exercices

Quelques résultats classiques

Exercice 1.1 (Démonstration de la REGLE DU PARALLELOGRAMME) ~ Soit ABC'D un quadrilatére convexe. Montrer
I’équivalence des énoncés suivants :
(i) ABCD estun parallélogramme ;
(ii)  Les diagonales de ABC D se coupent en leur milieu;
(iii) AB=CDet(AB) | (CD).

Exercice 1.2 Soit ABC'D un parallélogramme. Montrer 1’équivalence des énoncés suivants :
(i)  ABCD est un rectangle (c-a-d un de ses angles est droit) ;
(ii)  Tous ses angles sont droits ;

(iii)  Ses diagonales sont de la méme longueur.
Exercice 1.3 Montrer que la somme des angles d’un quadrilatére convexe est 0 = 2.

Exercice 1.4 Soient C un cercle de centre O et C’ un cercle de centre O’. On suppose que C et C’ sont sécants en A
et B. On note F le point diamétralement opposé a B sur C et F le point diamétralement opposé a B sur C’. Montrer

que A, E et F sont alignés.
Les théoremes de Pythagore et de Thales

Exercice 1.5 Soit AZST un rectangle avec AT = 6.cm et T'S = 5 cm. Soient C' un point sur le segment [7'S] et R
un point sur [SZ]. On suppose que TC' = 2cm et SR = 1cm. Le triangle AC R est-il rectangle ?

Exercice 1.6 Un avion vole au dessus de Montréal. Il doit atterrir dans 1’aéroport situé a 19 km du centre-ville. Pour

descendre, il parcourt 20 km. A quelle altitude volait-il au-dessus du centre-ville ?

Exercice 1.7 Soit ABC D un quadrilatére convexe quelconque. Soient I milieu de [AB], J milieu de [BC], K milieu
de [CD] et L milieu de [AD]. Montrer que IJK L est un parallélogramme.

Exercice 1.8 (Démonstration du THEOREME THaLEs) — Soient ABC et AEF deux triangles tels que B € (AF) et
C € (AF). On a déja montré que si (BC) || (EF), alors ﬁ—g = ﬁ—g. Montrer qu’on a aussi ﬁ—g =££
ExEercice 1.9
(a)  Le mathématicien Thales sait qu’il mesure 1,80 m. Il se place en plein soleil au pied de la grande
pyramide de Khéops. Au méme moment, une personne mesure la longueur de ’ombre de Thales et
une autre personne mesure celle de I’ombre de la pyramide. IIs trouvent respectivement 1, 50 m pour
I’ombre de Thales et 122 m pour 'ombre de la Pyramide. En déduire la hauteur de la pyramide de
Kheops. (On supposera que les rayons de Soleil sont paralleles)
(b)  Lamesure de la base de la pyramide de Khéops est environ 130 m. Quelle est la mesure d’une de ses

arétes ?



Médiatrices et autres constructions a la regle et au compas

Exercice 1.10  Donner, tout en justifiant, la construction a la régle et au compas des objets suivants :

(a)  Le centre d’un cercle donné.

(b)  Latangente au point P d’un cercle donné. On rappelle que la tangente a un cercle en P est la droite

perpendiculaire a (O P) passant par P (O étant le centre du cercle).
(c)  Les deux tangentes a un cercle donné passant par un point P a I’extérieur de ce cercle.
(d)  Un segment dont la longueur est le quotient de deux nombres constructibles (division).
(e)  Diviser en cinq parties d’égales longueurs un segment donné.
()  Un segment de longueur V3, puis V4, puis V5 et puis /7. En déduire un procédé pour \/n.

(g)  Un triangle rectangle isocele en C' dont on connait ’hypoténuse AB.

Exercick 1.11 (Examen 2009)  Soient C et C’ deux cercles de centres respectifs O et O’ et de rayon r et /. On suppose
que C et C’ soient sécants en deux points distincts A et B. Montrer que (OO’) L (AB).

Exercice 1.12  Soient Oy, Os et O3 trois points distincts non alignés, et soit » > 0. Soit C; ( = 1, 2, 3) le cercle de
centre O; et de rayon 7. On suppose que ces cercles soient sécants 2 a 2 (voir EXERCICE 1.11). On note A et B les points
d’intersection de Cy et Co; C et D les points d’intersection de C; et C3; E et F' les points d’intersection de C5 et Cs.
(@)  Montrer que (AB) est la médiatrice de [0 O3].
(b)  En déduire que les droites (AB), (CD) et (EF') sont concourantes.

Exercice 1.13 (Examen 2010)  Soient C et C’ deux cercles de centres respectifs O et O’ et de rayons r et r’. On
suppose que C et C’ soient sécants en deux points distincts A et B. Soient C' et D deux points tels que [AC] soit un
diametre de C et [AD] soit un diameétre de C’.

(a)  Faire un dessin de la situation.

(b)  Montrer que (OO’) L (AB).

(c) Montrer que B, C et D sont alignés.

(d)  Montrer que (CD) || (OO').

(¢)  Montrer que CD =200’

Triangles, droites et points remarquables

Exercice 1.14  Soient d une droite et E' qui n’est pas sur d. Le projeté orthogonal de E sur d est le point d’intersection

de d avec la perpendiculaire a d passant par F.

Soit ABC'D un parallélogramme. Soient H le projeté orthogonal de C' sur (AD) et K le projeté orthogonal de D sur
(AC).

(@)  Montrer que (CH) et (DK) se coupent en un point /.

(b)  Montrer que (AI) est perpendiculaire a (AB).



Exercice 1.15  Soit ABC'D un rectangle. La médiatrice de [AC] coupe (AB) en I et (BC) en J. Montrer que (CI)
est perpendiculaire a (AJ).

Exercice 1.16  Soit C un cercle de centre O et de diamétre [I.J]. On note C’ le cercle de diametre [OI]. Soit M un
point du cercle C différent de I et .J. La droite (M I) coupe le cercle C’ en S et la droite (M O) coupe le cercle C' en T'.
La droite perpendiculaire a (I.J) passant par M coupe la droite (I7) en P.

(a)  Faire un dessin de la situation.

(b)  Montrer que (OP) est une hauteur du triangle I PM.

(c)  Déduire de la question précédente que les points P, O et S sont alignés.

(d)  En utilisant le THEOREME DE THALES, démontrer que .S est le milieu du segment [IM].

(e)  Quelle est la nature du triangle I PM ? Justifier.

Exercice 1.17  On considére un triangle ABC'. Le but de cet exercice est de montrer que les bissectrices de ABC
sont concourantes. On rappelle que
e labissectrice d’un angle est la droite qui partage cet angle en deux angles égaux;

e ladistance d’un point M & une droite d est la longueur du segment [M I] ol [ est I’intersection entre

d et la perpendiculaire a d passant par M.

(a)  Montrer que d4 est la bissectrice de 1’angle BAC si et seulement si pour tout point M € dg4, la
distance de M a (AB) est égale a la distance de M a (AC).

(b)  Montrer que les bissectrices de ABC sont concourantes.

(¢)  Construire les bissectrices de ABC' ala régle et au compas (justifier la construction).

Exercice 1.18 (Démonstration de la proposiTION 1.24)  Soit ABC un triangle. Le but de cet exercice est de montrer
que les médianes de ABC sont concourantes en le centre de gravité G. De plus, G se situe au % de chaque médiane a

partir du sommet correspondant.

Soit A’ le milieu de [BC], B’ le milieu de [AC] et C’ le milieu de [AB]. Les médianes sont donc les droites (AA’),
(BB’) et (CC"). Posons maintenant A; (respectivement By et C) le symétrique de G par rapport a A’ (respectivement
B’ et ("), ¢’est-a-dire le point de la droite (A’G) tel que A’ est milieu de [4; A’]. Soit G le point d’intersection de (AA”)
et (BB’).

(a)  Faire un dessin de la situation.

(b)  Montrer que A; BGC, AB;CG et BGAC! sont des parallélogrammes.
(¢) Montrer que ABA; By est un parallélogramme.

(d)  Montrer que G est le milieu de [4; A].

(e)  Montrer que ACA;C} est un parallélogramme et que G est le milieu de [C Cy]. En déduire que
(AA"), (BB') et (CC") se coupent en G.
2 2 2
(f)  Montrer que AG = $AA', BG = $BB' et CG = ;CC".

Exercice 1.19  Soit ABC'D un parallélogramme. Soit E le symétrique de A par rapport a C (c’est a dire le point de
la droite (AC') tel que C est milieu de [A E]). Quel est le centre de gravité du triangle DEB?



Droites coplanaires et parallélisme

Exercice 1.20  Soient d, d’ et d” trois droites distinctes d’un méme plan.

(a)
(b)

Montrer que si d || d’ et si d’ coupe d, alors d”’ coupe aussi d'.

Montrer que sid || d’ etd’ || d”,alors d || d” (Démonstration de la PROPOSITION 1.30).

Orthogonalité dans I’espace

Exercice 1.21  Soient d, d’, d” trois droites distinctes de 1’espace. Montrer que

(a)
(b)

Sid Ldetd ||d alorsd L d” (Démonstration de la PROPOSITION 1.39).
Sid L d,d L d"etsidetd” sont coplanaires, alors d || d”.

Exercice 1.22  [Démonstration du corROLLAIRE 1.41] Démontrer les propositions suivantes :

(a)
(b)
(c)

Si deux droites sont paralleles, alors un plan orthogonal a I’une I’est aussi a I’autre.
Si deux plans sont paralleles, alors une droite orthogonale a I’un I’est aussi a I’autre.

Par un point de I’espace, il ne passe qu'un unique plan orthogonal a une droite donnée.

Exercice 1.23  Démontrer les propositions suivantes :

(a)
(b)
(c)

(d)

Exgercice 1.24 (Examen 2009)

Par un point de I’espace, il passe une et une seule droite orthogonale a un plan donné.
Si P; et P sont des plans perpendiculaires, alors P; et P» sont sécants.

Soient Py, P; et Pj trois plans tels que P; N Py = d une droite, et P; L Pset P, | Ps. Alors d est

orthogonale a Ps.

Deux droites orthogonales a un méme plan sont paralleles.

et I l'orthocentre du triangle O BC'.

(a)
(b)

(c)

Montrer que les droites (O1) et (BC) sont perpendiculaires.
Soit K ’orthocentre du triangle OAD.

(i)  Montrer que les points K, O et I sont alignés.
(ii)  Montrer que (AK) et (IC) sont paralléles.
(iii)  Montrer que OK = OI.
(iv)  En déduire que O est le milieu de [[K].

Soient les points J et L, orthocentres respectifs des triangles OC'D et AOB. Quelle est la nature du
quadrilatere IJKL?

Exercice 1.25 Soit ABCDEFGH un cube.

On considere un parallélogramme ABC' D de centre O (I’intersection des diagonales)



A B

(a)  Montrer que les faces adjacentes sont perpendiculaires.
(b)  Montrer que ABGH est un rectangle. Calculer AG en fonction de AB.
(¢c)  Montrer que [AG] et [BH] se coupent en leur milieu. Notons ce milieu O.

(d)  Les diagonales d’un cube sont-elles perpendiculaires ?

Exercice 1.26  On considére un cube ABCDEFGH, ou les points I, J et K sont les centres respectifs des faces
(BCGF), (ABEF) et (EFGH) .

(a)  Quelle est la nature du triangle I.J K ? (Justifier.)

(b)  Démontrer que F est équidistants des points I, J et K.

(c)  Démontrer que D est équidistants des points I, J et K.

(d)  En déduire que la droite (F'D) est orthogonale au plan (/JK).

Exercice 1.27  Onconsideére un cube ABCDEFGH, oules points I, J et K sont les milieux respectifs de [F'G], [AB]
et [DH].
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(a¢)  Démontrer que la droite (E'C)) est orthogonale au plan (IJK) .

(b)) Démontrer que IJK estun triangle équilatéral.

Exercice 1.28  Soit ABCDEFGH un cube. Soit I le milieu de [AB] et J le milieu de [BC].

H G
(]
[}
[}
l
E ]
! F
I
[y E— —Je
//
/ J
’ L 2
A I B

(@)  Quelle est la droite paralléle a (H F') passant par B ?
(b)  Donner le tracé de la droite parallele a (E'G) passant par I. (Justifier.)
(¢) (IJ) et (EG) sont-elles paralleles ?

Exgercice 1.29  Soit ABC'DFE une pyramide de base ABC D et dont tous les cotés sont de longueur 7 m. Soit O

I’intersection des diagonales du carré ABC D. La hauteur de la pyramide est la longueur du segment [O E].

E

L,

A B

(a)  Calculer la hauteur de la pyramide.
(b)  En déduire que la hauteur de la pyramide multipliée par la longueur de la diagonale de la base est
égalea49m:
OF-AC = 49m



Exercice 1.30  Soit SABC un tétragédre. La droite (SA) est orthogonale au plan (ABC) et le triangle ABC' est

rectangle en B.

C

(a)  Le but de cette question est de montrer que le triangle SBC est rectangle en B.
(i)  Montrer que (BC) L (SA).
(ii))  Montrer que le triangle SBC est rectangle en B.
(b)  H estun point de I’aréte [AB]; on trace par H le plan orthogonal & (AB). On suppose que ce plan
coupe (AC)en I, (SC)en Jet (SB)en K.
(i) Montrer que (HI) || (BC).
(ii)  Endéduire que (HI) || (KJ).
(iii)  Montrer que (K H) || (SA).
(iv)  En déduire que (HK) || (I.J).
(v)  Montrer que HIJK est un rectangle.
(¢)  On suppose a présent que AB = 1etque SA= BC =2.0npose AH = z.
(i)  Montrer, en utilisant le THEOREME DE THALES dans le triangle ABC, que HI = 2x.
(i)  Montrer, en utilisant le THEOREME DE THALES dans le triangle SAB, que HK = 2(1 —
(iii)  Calculer ’aire du rectangle HIJK en fonction de z. On note A(x) cette aire.
(d)  Le but de cette question est de déterminer la nature du quadrilatere H1J K.
(i)  Montrer que 4z(1 —z) =1 — (1 — 2x)2.
(ii)  Pour quelle valeur de x ’aire A(x) est-elle maximale ?
(iii)  Quelle est alors la position du point H sur [AB]?

(iv)  Quelle est alors la nature du quadrilatere HIJK ?
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Chapitre 2

Introduction a la géométrie vectorielle

En étudiant la géométrie a la maniere des savants grecs de ’Antiquité, nous nous sommes rendu compte que raisonner a
I’aide de concepts géométriques tels que le parallélisme, la coplanarité ou I’orthogonalité pouvait s’avérer tres difficile
lorsque I’on ne dispose que des outils de la géométrie antique. Nous allons, dans ce chapitre, présenter un nouvel outil, les
vecteurs, qui permettra d’introduire 1’algebre — et donc des notions de calcul — dans les raisonnements géométriques.
Nous verrons que la notion de vecteur, plus abstraite, simplifie et clarifie grandement les énoncés géométriques ainsi
que le « pourquoi » de leur véracité, en particulier ceux portant sur le parallélisme, la coplanarité et 1’orthogonalité.
Les vecteurs sont le fruit du travail de plusieurs mathématiciens du début du XIX¢ siecle (Bolzano, Chasles, etc.). Ce

chapitre constitue en quelque sorte un pont entre la géométrie de ’Antiquité et celle du XX¢ siecle.

2.1 Les vecteurs

On se place dans I’espace £ (ou dans un plan P vu dans I’espace).

2.1.1 Généralités

DEFINITION 2.1: (VECTEUR)

Un vecteur est la donnée
e  d’une longueur (sa norme);
e d’une direction ; AB

e d’unsens.
A

—_\
11 se représente par une fléche entre deux points A et B : c’est le vecteur AB. Il représente en quelque sorte le
—_
« mouvement » d’aller de A vers B. La norme d’un vecteur se note HABH = AB, C’est la longueur AB du

segment [AB].

(& J

A REMARQUE Ladirection correspond a I’orientation géométrique d’une droite (par exemple « horizontale »,

« verticale », ou plus généralement une droite donnée), tandis que le sens indique vers quel c6té on se déplace le long de
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—_ N

cette direction. Deux vecteurs peuvent donc avoir la méme direction mais des sens opposés (par exemple AB et BA).

Cette définition nous donne une premiere réinterprétation d’une notion géométrique grice aux vecteurs :

PRrROPOSITION 2.2

Deux droites (AB) et (C'D) sont paralléles si et seulement si AB et CD sont colinéaires (c’est-a-dire de méme
direction).

AB B__ (AB)

A
SN (CD)
cp B
C
o J

@5 DEMONSTRATION  Cette proposition sera prise comme une définition et on 1’acceptera sans preuve.

DEFINITION 2.3: (EGALITE DE VECTEURS)

_ N

On dit que deux vecteurs AD et BC sont égaux si le quadrilatére ABC'D est un parallélogramme (ces points

sont alors coplanaires). Autrement dit,

E = B?’ <=  ABCD est un parallélogramme.

D
________________ @
AD
/ BC
R
B

A REMARQUE  Si ABCD estun parallélogramme, il en est de méme pour BCDA, CDAB et DABC. On

remarque alors que :

AD=BC <= BA=CD <+ CB=DA <« AB=DC.
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7 0 . . — z .
Représentation d’un vecteur : Si on fixe un point A, tout vecteur u peut se représenter avec A comme point de

—_
départ et un point d’arrivée B : u = AB.

Cette propriété des vecteurs nous amene naturellement a la définition suivante :

DEFINITION 2.4: (TRANSLATION)

La translation est la transformation affine qui déplace un point M dans la direction, le sens et la longueur d’un

vecteur . Plus précisément, la translation t— de vecteur “u est la fonction qui envoie un point M sur un point
_

M’ = t=(M) tel que MM’ = 7.

MI

s

DEFINITION 2.5: (TRANSFORMATION AFFINE)

Une transformation affine est une transformation du plan (ou de I’espace) qui préserve la structure relative des
figures : elle conserve notamment I’alignement, le parallélisme et les rapports de longueurs sur une méme droite.

Plus précisément, si les points A, B et M vérifient
AM = M\AB,

alors leurs images vérifient

FAF(M) = Af(A)f(B).

Une transformation affine f, qui agit d’abord sur les points, agit également sur les vecteurs. On définit cette action

par

F(AB) = F(A)f(B).

(& J

A REMARQUE  Une translation peut aussi se définir par un point et son image : si A et B sont deux points

—\
donnés alors il existe une unique translation ¢ tel que t(A) = B. Bien entendu, c’est la translation de vecteur AB.
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ProposITION 2.6

Soit ¢ une translation.

(i) Sid est une droite, alors ¢(d) est une droite et ¢(d) || d;

(ii)  L’image par t d’un cercle de centre O et de rayon R est un cercle de centre ¢(O) et de rayon R.

ﬂ

‘25 DEMONSTRATION  Voir EXERCICE 2.1.

2.1.2 Addition de vecteurs et triangle

L’addition des vecteurs se définit par la relation de Chasles, qui peut étre vue comme une représentation algébrique de

la notion de triangle.

DEFINITION 2.7: (RELATION DE CHASLES)

Pour tous points A, Bet C de £, ona E + B’C\’ = E’
B —
A_B\ BC
()
K 0

Intuitivement, la relation de Chasles nous dit que partir de A pour se rendre directement a C' est équivalent a partir de

A pour aller a C' en passant par B.
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Afin que I’addition des vecteurs soit bien définie et admette un élément neutre — c’est-a-dire un vecteur qui ne modifie

aucun autre par addition — il est nécessaire d’introduire le vecteur nul.

DEFINITION 2.8: (VECTEUR NUL)

—_ —\
Le vecteur AA est appelé le vecteur nul et est noté 0 . Pour tout point A, on a donc

—_

AA=0.

De plus, si AM = ﬁ, alors A = M.

L existence d’un élément neutre pour I’addition des vecteurs permet maintenant d’introduire la notion de vecteur opposé,

qui joue le role d’inverse additif.

DEFINITION 2.9: (VECTEUR OPPOSE)

—_
Soit w = AB. Le vecteur opposé de U est le vecteur de méme direction et de méme norme, mais de sens
contraire ; il est noté —.En particulier,
—_\ —_
—AB = BA.
—_
w = AB
>
A 0< (>
—\
- = BA
|\ J

(@)  + ﬁ = (Elément neutre);
(i) w4+(-w)= 0. Soustraction: T — 7T =T + (-2);
(iii) T+Tv="0+7T (Commutativité)
@) u+(v+w)=(u+70)+ w (Associativité).
L J

o , N —
@5 DEMONSTRATION  Tout vecteur s’écrit avec deux points : u = AB.

(i) Onaﬁ+ﬁ:zﬁ+ﬁzﬁzﬁ.
(i) Ona@ +(-w)=AB+(~AB) = AB+BA=A4A= 0.
(iii)  D’abord, si w = xﬁ et v = B?’ alors o + T = 1@ + B_C\’ = ITC
S_oAit D ligoint tel que E =7 = B—C\’ On obtient donc que ABC'D est un parallélogramme. Ainsi,
AB=DC =Tu.

—
v.

Onendéduitque?—i—ﬁ:E—i—ﬁzﬁzﬁﬁ—
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—_

(iv) Onposeﬂ\ = A_B\,E\ =BC,w=CD

. T+ (T +W)=AB+ (BC+CD) = AB + BD = AD
(W+70)+w=(AB+BC)+CD=AC+CD = AD

Le fait de pouvoir additionner deux vecteurs nous donne la propriété suivante :

COROLLAIRE 2.11

Si u est un vecteur et A un point, alors il existe un unique point B tel que v = AB.

@5 DEMONSTRATION  Si @ = AB = AB’, alors

—_ \ —_ \ _

0=7-u=AB —AB=AB + BA = BB’

Etdonc B = B'.
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ProprosITION 2.12: (REGLE DU PARALLELOGRAMME)

—_

ABCD estun parallélogramme <= AB+ AD = AC.

Parallélogramme Pas un arallélogramme

25 DEMONSTRATION

(<)
AC=AB+AD = AB+BC=AB+AD
— BC=AD (en soustrayant E)
= ABCD est un parallélogramme.

ABCD estun parallélogramme — AD = BC
—  AB+AD=AB+ BC = AC.

2.1.3 Multiplication d’un vecteur par un réel

DEFINITION 2.13

Soit  un vecteur et k un réel. Le vecteur k7w est défini par

o KTl = k- ||%]| ie.siw = AB,alors |[ka|| = [k - Hﬂa\]

s

A . . — — — . o]
e la méme direction que v (k'u et u sont colinéaires);

e le méme sens que w sik > 0 etde sens opposé si k < 0.

N = B
N A u=AB__5e >
S —_ 2w
<4
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ProPOSITION 2.14: (PROPRIETES DE LA MULTIPLICATION D’UN VECTEUR PAR UN REEL)

Soient z,y € Ret W un vecteur.

AN

@ 1-5=u,c-0=0c¢et0-m=0;

(i) =z (yu)=(zy) u;
(i) (z+y)-©w=zv+yu (Distributivité);
(iv) =x- (7 + ?) =zu +z0 (Théoréme de Thalés).

@5 DEMONSTRATION (Idée dela pr CUVC) Pour établir I’égalité de deux vecteurs, nous pouvons com-

parer leur direction, leur sens et leur norme, ou encore utiliser la régle du parallélogramme.

e Propriétés (i) et (ii).

Elles découlent directement de la définition et de 1’égalité

—\ —\

IR ] = 1]
La multiplication des normes réelles fournit notamment ||z:(yw)|| = ||(zy) ||, tandis que les signes de z, de y et
de zy donnent les mémes direction et sens aux deux vecteurs.

e Distributivité par rapport aux réels — propriété (iii).
—\ e —\ —_—

Plagons bout a bout les vecteurs v = AB ety u = BC. Par la relation de Chasles,

—\

AC =20 +yu.
Tous ces vecteurs sont colinéaires 2 u . Lorsque z et y ont le méme signe, leurs longueurs s’additionnent :

[+wu| = (el +u)]|7|
]| + v

= AB+BC = AC.
A T B yu C
L > e
| — »1
(z+y)u

Les deux vecteurs comparés ont donc la méme direction, le méme sens et la méme norme. Si x et y sont de signes
contraires, le méme raisonnement s’applique en soustrayant les longueurs ; le point B se trouve alors a I’extérieur du
segment [AC] ou le point C' entre A et B. On obtient dans tous les cas

AN
U

(z+y) = zu+yu.

e Distributivité par rapport aux vecteurs — propriété (iv).
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Supposons d’abord x > 0. Choisissons les points B, B’ et E' de maniére que

—\ R — —

—\ AN AN
v, AE=u+ .

_|_

Ainsi, ABE B’ est un parallélogramme. Plagons ensuite C, C’ et F’ sur les demi-droites issues de A de sorte que

\ _
—
U b

AC =z AC' =27, AF=a(u + 7).

Puisque 4% = 2 = 4L la réciproque du théoréme de Thalés donne (CF) || (BE). De méme, (C'F) || (B'E). Le

quadrilatere ACFC’ est donc un parallélogramme, d’ot
U +10 = /TC + AC’
— AF
= z(u+ 7).

Le cas z = (0 est immédiat; lorsque =z < 0, la méme construction est obtenue en renversant le sens des trois vecteurs.

A REMARQUE On vient de voir que les principaux objets de la géométrie ont été « traduits » en propriété
algébrique : l’algébre linéaire est née ! Nous invitons le lecteur a aller consulter un livre de géométrie moderne, par

exemple [Audin 2006], pour apprécier I’'importance de 1’algebre linéaire en géométrie.

ExEMPLE: (DEUX CARACTERISATIONS DU MILIEU)

Soient A et B deux points. La multiplication d’un vecteur par un réel permet de caractériser le milieu I du segment
[AB] par
Al = -AB.
2

En utilisant également 1’addition des vecteurs, cette condition peut s’écrire de maniere symétrique :
— —\ —\
IA+IB = 0.

Chacune de ces deux égalités détermine le point I de maniere unique.
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2.1.4 Homothétie

Nous avons vu au début de ce chapitre que la définition méme de vecteur pouvait étre vue comme une transformation

de I’espace : la translation. 11 en est de méme avec la multiplication d’un vecteur par un réel.

DEFINITION 2.15: (HOMOTHETIE)

L’homothétie est la transformation qui contracte un point M vers un point A, son centre, selon une proportion k.

Plus précisément, I’homothétie h 4 j, de centre A et de rapport k € R* est la fonction qui envoie un point M sur
_ AN

un point M’ = hy (M) tel que AM' = kAM.

A REMARQUE  Une homothétie peut aussi se définir par son centre, un point et son image : si A, B et B’ sont

trois points distincts alignés, alors il existe une unique homothétie  de centre A telle que h(B) = B’. Le rapport de h

est i% ; le signe est positif si et seulement si AB et AB’ ont méme sens.

EXEMPLE: (AGRANDISSEMENT D’ UN TRIANGLE)

Considérons 1’homothétie ho’% de centre O et de rapport % Elle transforme le triangle ABC' en un triangle
A'B'C’, ou

Al Soa o _ 3D Pl ove

OA' = §OA, OB = QOB, ocC' = 500.

Les points O, A et A’ sont alignés, tout comme O, B et B’, ainsi que O, C et C’. Puisque le rapport est supérieur

a 1, le triangle image est un agrandissement du triangle initial.

ProrosITION 2.16: (PROPRIETES D’UNE HOMOTHETIE)

Soit h une homothétie de centre A et de rapport & € R*. Alors :
(i)  sik # 1,lecentre A est I’'unique point fixe de & ;
(ii)  pour tout point M, les points A, M et h(M) sont alignés;
(iii) ~ I’image de toute droite d est une droite paralléle a d;

(iv)  I'image d’un cercle de centre O et de rayon R est le cercle de centre h(O) et de rayon |k|R.

@5 DEMONSTRATION  Voir EXERCICE 2.2.
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2.2 Vecteurs colinéaires, droites et parallélisme

DEFINITION 2.17: (VECTEURS COLINEAIRES)

— — o s 9. A . . o 5
Deux vecteurs non nuls u et v sont colinéaires s’ils ont la méme direction. Autrement dit, si

—_\ —_\

=AB et v =AC,

—
U

— — . 7z . . . . . z
alors u et v sont colinéaires si et seulement si les points A, B et C sont alignés.

v v
— Po—— o —pe
A uw B c C A u B
méme sens sens opposés

A REMARQUE % et @ sont bien entendu colinéaires.

ProPOSITION 2.18: (CARACTERISATION DE LA COLINEARITE)

. N —
Soient u et v deux vecteurs non nuls. Alors

W et U sont colinéaires <= Ik € R* tel que

‘25 DEMONSTRATION

(:>) Supposons W et v colinéaires. Puisqu’ils sont non nuls, le quotient

il i les vect t le mé
W, si les vecteurs ont le méme sens,
k= N
—%, s’ils ont des sens opposés.
v
k>0 k<0
R il Ol
A w B c C A u B
Dans les deux cas,
kv | = [kl V] =]

De plus, le choix du signe de & garantit que k7 et @ ont le méme sens. Ces deux vecteurs ont donc la méme

direction, le méme sens et la méme norme ; par conséquent,

— N
U v.

=k
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(<:) Supposons qu’il existe k£ # 0 tel que w = kv.La multiplication par un réel non nul ne change pas la

. . . . — — ~ . . . . 7 .
direction d’un vecteur. Ainsi, © et v ont la méme direction; ils sont donc colinéaires.

DEFINITION 2.19: (VECTEUR DIRECTEUR)

Soient d une droite et A un point de d. Un vecteur non nul U est appelé vecteur directeur de d s’il existe un point
B € dtel que

e Le couple (A, ) constitue un repére (affine) de la droite d.

e A chaque point M € d correspond un unique réel x, appelé la coordonnée de M dans ce repére, tel que

COROLLAIRE 2.20: (ALIGNEMENT E

(i)  Soient A, B et C trois points distincts. Alors

—_ —\
A, B, Csontalignés <=  AB et AC sont colinéaires.

(i)  Soient A, B, C et D quatre points tels que A # B et C' # D. Alors

(AB) || (CD) <=  ABetCD sontcolinéaires.

@5 DEMONSTRATION

o Alignement — (i).

Cette équivalence est précisément la définition de la colinéarité lorsque les deux vecteurs ont la méme origine A.

e Parallélisme — (ii).

—_

La construction utilisée dans les deux sens est représentée ci-dessous. Le point E est choisi de maniére que CE =

AB; le quadrilatere ABEC est alors un parallélogramme.

A AB B (AB)
\ \
(CD) ¢ CD D
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(:>) Supposons (AB) || (CD). La droite (C'D) est I’'unique paralléle & (AB) passant par C. Le point E défini
par CE = AB appartient donc & (C'D). Ainsi, AB = C'E est colinéaire & C'D.

(<:) Supposons AB et C'D colinéaires. 1l existe alors k # 0 tel que AB = kCD. Définissons F par
CF = kCD = AB.

D’apres (i), les points C', D et E sont alignés. De plus, zﬁ = @, donc ABEC est un parallélogramme et
(AB) || (CE). Comme (CE) = (CD), nous obtenons (AB) || (CD).

2.3 Repere affine du plan

DEFINITION 2.21: (REPERE AFFINE DU PLAN)

N\ N\
Soient O un point d’un plan P et ¢ , j deux vecteurs non colinéaires de ce plan. Le triplet

- =
(0.i,7)
- =
est appelé un repére affine de P. Le point O en est 1’origine, tandis que ¢ et j en sont les vecteurs de base.
|\ J
ProPoSITION 2.22: (COORDONNEES DANS LE PLAN)

—_ N\

Dans un repere affine (O, 1,7 ) :
(i) pour tout point M € P, il existe un unique couple (z,y) € R? tel que
OM=xzi +yj;
(ii)  pour tout vecteur u de P, il existe un unique couple (z,7) € R tel que

N N
1

=zi+yj.

Dans chaque cas, le couple (x,y) est appelé le couple de coordonnées du point ou du vecteur considéré.
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ExXEMPLE

Dans le repere affine illustré ci-dessous, le point M (—2, 2) vérifie

—_

OM = —27 +27.

‘%5 DEMONSTRATION (PROPOSITION 2.22)

e (i) Coordonnées d’un point.

AN AN
Par M, tracons les paralleles aux directions de j etde i ; elles rencontrent respectivement les droites dirigées par
AN —\

i etpar j en A eten B. Ainsi, pour certains réels x et y,
OA=x1i, OB=yj,
et, puisque O AM B est un parallélogramme, la regle du parallélogramme donne

OM = =zi+4+yj.

Pour vérifier I’unicité, supposons que deux couples conviennent. Alors

L N N AN —\

xi+yj =2i+y; = (@-2)i = —-(y—-vy)j.

AN AN
La non-colinéarité de i etde j impose alors z = 2’ ety = y/'.

e (ii) Coordonnées d’un vecteur.

Soit  un vecteur du plan. Il existe un unique point M tel que u = OM.En appliquant (7) a ce point, nous obtenons
un unique couple (z, y) tel que

= OM = zi+yj.

N
u
|
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A REMARQUE

—_

(i) OO0 = 6\, donc O a pour coordonnées (0, 0).

—\ —
(i) 4 apour coordonnées (1,0) et j apour coordonnées (0, 1).

—_\
(iii)  Le vecteur AB a pour coordonnées (¢, —x,, ¥, —Y, ), car

—_

AB = A0+OB = -OA+OB
= _(xAvyA)'i_(vayB)

= (:I:B_xA7 yB_yA)'

(iv)  Le milieu I de [AB] a pour coordonnées (%, %), car

2.4 Vecteurs coplanaires

Nous venons de voir que, dans le plan, tout point est entierement déterminé par ses coordonnées par rapport a un point
et deux vecteurs non colinéaires. Autrement dit, le plan est entierement déterminé par la donnée d’un repere affine du
plan. En se plagcant dans 1’espace, cette propriété reste vraie : tout plan est entierement déterminé par la donnée d’un

repere affine de ce plan, c’est-a-dire par la donnée d’un point et de deux vecteurs non colinéaires de ce plan.

DEFINITION 2.23: (VECTEURS COPLANAIRES)

Trois vecteurs @, ¥ et W sont coplanaires s’il existe quatre points coplanaires A, B, C et D tels que
—_\ —_ _
w=AB, v =AC, Tw=AD.
N — B
v u
ANt
P A W

|\

(N

A REMARQUE  Des vecteurs colinéaires sont nécessairement coplanaires.

COROLLAIRE 2.24: (CRITERE DE COPLANARITE)

. —\ N\ —\ . —\ —\ . o0
Soient w, v et w trois vecteurs, tels que w et v sont non colinéaires. Alors

NN . SN JEEN JEEN
u, v, w sont coplanaires <= dx,yeR:w=zu +yv.

. — . . . ’ . — —
On dit alors que w est une combinaison linéaire de u et v .

Vs
.

Géométrie vectorielle Page 101 /213 Vecteurs coplanaires



@5 DEMONSTRATION Représentons les deux vecteurs 2 partir d’un méme point A: uw = ABet v = AC.
Puisqu’ils ne sont pas colinéaires, les points A, B et C déterminent un plan, et (A, w, ?) en est un repere affine. Le

résultat est alors exactement la proposition sur les coordonnées d’un vecteur dans un plan.

Nous pouvons maintenant simplifier I’énoncé et la preuve de la PrRoPosITION 1.36 sur le parallélisme des plans.

PROPOSITION 2.25: (CRITERE DE PARALLELISME DES PLANS DE L’ ESPACE)

Soient (ABC) et (EF'G) deux plans. Alors

_N N N\

(ABC) || (EFG) <= AB,AC,EF, EG sont coplanaires.

@5 DEMONSTRATION  Les triplets (4, AB , AC et (E, EF , EG ) sont des reperes respectifs des plans (ABC')
et (EFG).

C
C-;\ZV' B’
(ABC) A B
G/
W g
(EFG) E

(:) Supposons (ABC) || (EFG). 1l existe dans (EF'G) deux droites sécantes (EF”") et (EG’), respectivement
paralleles a (AB) et a (AC'). Nous pouvons choisir F’ et G’ de sorte que EF' = AB et EG' = AC. Le triplet
E,EF', EG") est alors un repere de (EF'Q). 1l existe donc des réels x, y, ',y tels que
P q
EF = zEF’ +yEG = :L”E—l—yAC’,
EG =2'EF +yEG =2’ AB + y AC.

R N P —\

Ainsi, AB, AC, E'F et E/(i sont coplanaires.

(<:) Supposons ces quatre vecteurs coplanaires. Il existe alors des réels x, y, 2, v’ tels que
FEF =xAB+ yAC, EG =x'AB 4y AC.
Soient B’ et C” les points de (ABC') définis par

AB = zAB + y@, AC' = ' AB + y’/ﬁ'.

Nous avons alors (AB') || (EF) et (AC") || (EG). De plus, (AB’) et (AC”) sont sécantes, tout comme (EF)
et (EG). Par le critere de parallélisme de deux plans, nous concluons que (ABC) || (EFG).
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2.5 Repere de I’espace

DEFINITION 2.26: (REPERE AFFINE DE L’ ESPACE)

—_ N\
Soient O un pointde £ et i , j

AN
, k trois vecteurs non coplanaires. Le quadruplet

est appelé un repére affine de 1’espace.

ProposiTioN 2.27: (COORDONNEES DANS L’ ESPACE)

Pour tout point M € &, il existe un unique triplet (z,y, ) € R3 tel que

AN

OM = x?—l—yj +zk.

Le triplet (z,y, z) est le triplet de coordonnées de M dans ce repére.

@5 DEMONSTRATION  Soit M’ le point d’intersection de la droite passant par M et dirigée par j avec le

plan (O, ?, %\) Soit également M’ le point d’intersection de la droite (O, 7) avec le plan passant par M et dirigé

AN

par i et k,lequel est parallele a (O,_i\, k).

1l existe alors des réels z, y et 2 tels que
OM" =y 37, OM'=xi +zk.
Le quadrilatere OM" M M’ est un parallélogramme dans le plan (OM M"). Par conséquent,

OM=O0M +0OM" =27 +yj +2k.

AN

Pour I'unicité, la différence de deux décompositions donnerait une combinaison linéaire nulle de i ,

—\ =\
j, k. Leur non-

coplanarité force alors chacun des trois coefficients a étre nul.
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2.6 Orthogonalité et produit scalaire

2.6.1 Reperes orthonormés

DEFINITION 2.28: (ORTHOGONALITE ET REPERES ORTHONORMES)

— — ) — — . . et 2 — .
e Deux vecteurs u et v sont orthogonaux, ce que 'on note u L v, siune droite dirigée par u est perpendi-

. N . . 7 — . . . .
culaire a une droite dirigée par v (leurs directions sont perpendiculaires).

N
v

—
U
—_ N\ AN AN —\ N N
e Unrepere (O, i, j ) duplanestorthogonalsi i L j. Unrepere (O, i, j, k) del’espace est orthogonal
si 4, j et k sont deux a deux orthogonaux.
—_ LN —
e Un repére orthogonal (O, i, j) est orthonormési || i | = || j| = 1. De méme, un repére orthogonal
(O, i, j,k)estorthonormési || i | =17 =|k| =1

2.6.2 Produit scalaire et théoreme de Pythagore

DEFINITION 2.29: (PRODUIT SCALAIRE)

Dans un repere orthonormé, soient

Le produit scalaire de et v est le nombre réel

N
u - v

= zx' +yy + 27

PropoOsSITION 2.30: (NORME ET PRODUIT SCALAIRE)

— g £ N 3
Pour tout vecteur u = (x,y, z) exprimé dans un repére orthonormé,

w2 = w-uw = z*+y2+2%
25 DEMONSTRATION
e Casou z=0.
Soient A et B les points définis par
OB=yj, OA=u=zi+yj
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\ /

Alors

—\ LN, G N —\

BA = —-O0OB+0OA = —yj+4zi+yj = =xi.

—_\ — RN AN
Le vecteur BA = x i estorthogonala OB =y j ; le triangle O B A est donc rectangle en B. En vertu du THEOREME

DE PYTHAGORE,

|%]? = 0A4* = OB?4 BA?
ly 5 1%+l |?

N
u - u.

e Cas général.

N L

—
Posons g = 2 i + y j , de sorte que U =g+ z k. Soient A et C les points tels que

— N\ —\

OA = i, oC=".

\ /

Nous avons alors

—

AC = —O_x\ﬁl—l—O‘C\’ = —Wtuo+zk = zk.

—_\ —_\

Ainsi, AC est orthogonal 2 OA = 1, et le triangle O AC est rectangle en A. Le THEOREME DE PYTHAGORE et le cas
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précédent donnent
|w)? = o0C* = 0A*+ AC?
laoll® + 1= & 1?

= 224yt 4? =

AN
u - u.

Par un simple calcul du produit scalaire utilisant la proposition précédente, nous obtenons le corollaire suivant.

COROLLAIRE 2.31: (PROPRIETES DU PRODUIT SCALAIRE)

Pour tous vecteurs u, v, w ettout A € R :
0w = (e =l - 1)
i) (7 + ﬁ) =W -0 + 7w - w (distributivité) ;
@) (Aw)-v =Aw-2)="u-(A0) (pour tout scalaire A € R);
(iv) v =00 (commutativité).
(. J/

. . P S 7 . . —
Nous sommes maintenant en mesure de « traduire » le THEOREME DE PYTHAGORE sous forme algébrique. Soient v et
—\ . . .
v deux vecteurs, et soient A, B et C trois points tels que

—_\ —_\

AB=7%, BC=T7.
Par la RELATION DE CHASLES, U + 0 = AC. Ainsi,
AC? = Ju+72? = |w|*+|7v|? = AB?+ BC?

si et seulement si le triangle A BC' est rectangle en B, en vertu du THEOREME DE PYTHAGORE. Autrement dit, ces égalités

. . . —_ —_ z .
sont vraies si et seulement si © L v . Nous obtenons donc le résultat suivant.

THEOREME 2.32: (FORME VECTORIELLE DU THEOREME DE PYTHAGORE)

. [N — 98 . PP
Soient u et v deux vecteurs. Les conditions suivantes sont équivalentes :

@ Jw+oI2= TP+
(i) ul7v;

(iii) u - v =0.

-
.

@5 DEMONSTRATION D’apres la premiere identité du corollaire précédent,

|w+v2=]u)?+|7v]*? <= 7w -v=0.

Par ailleurs, la forme géométrique du THEOREME DE PyTHAGORE affirme précisément que cette égalité de normes équi-

AN —
vauta u 1L v.
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2.7 Barycentres

En physique, et surtout en mécanique, la notion de point d’équilibre ou de centre de masse d’un solide est fondamentale.
Le modele mathématique le plus simple illustrant ce phénomene physique est la notion de barycentre. Pour bien com-
prendre cette notion, prenons I’exemple d’un polygone a n sommets, auxquels on aurait attaché des poids aq, . .., an,.

Comment calculer son centre de masse, son point d’équilibre ? La notion de barycentre répond a cette question.

DEFINITION 2.33: (SYSTEME DE POINTS PONDERES)

Soient Ay, ..., A, des points de £ et ay, . .., a, des réels. Le n-uplet

((A17 al)? 000 (Ana an))

est appelé un systéme de points pondérés ; le réel a; est le poids associé au point A;.

ProposiTION 2.34: (EXISTENCE ET UNICITE DU BARYCENTRE)

Soit ((A1,a1),..., (An, ay)) un systtme de points pondérés tel que

s:zn:ai # 0.
i=1

11 existe un unique point G, appelé le barycentre du systeme, tel que

—_

i CLiGAi = 6\
i=1

De plus, pour tout point M € &,
n
Z aiMAi =sMQG.

=1

\ J

A REMARQUE Lorsque tous les poids sont égaux et non nuls, le barycentre est appelé le centre de gravité des
points Ay, ..., A,.

ExEMPLE: (DEUX BARYCENTRES)

o Le milieu I de [AB] est le centre de gravité de A et B. En effet,

RS N L N L NN N

TA=BI <= IA—-BI=IA+IB=0

<= [ estle centre de gravité de A et B.

e Attachons les poids 2, 3 et —1 aux sommets respectifs A, B et C' d’un triangle. On peut imaginer qu’au lieu
d’un poids, quelqu’un tire vers le haut sur le sommet C'. Voici comment trouver et placer le barycentre G
de (A,2), (B,3) et (C, —1). Pour tout point M, puisque 2 + 3 + (—1) = 4 # 0, nous avons

AMG = 9MA+3MB - MC.
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En considérant le cas particulier M = C, nous obtenons
CG = =-CA+-CB.
2 + 4
Comme les points A, B et C sont donnés, cette équation vectorielle permet de construire G.
B@3)
[
G
3 _
7CB
b —_
c(-1) lca A(2)
. J
@5 DEMONSTRATION (PROPOSITION 2.34)
Fixons un point M € £ et posons s = Z?:l a;.
o Existence.
Puisque s # 0, il existe un point G' déterminé par
— 1 n — N
MG = - i ;e
S Z a;MA;
i=1
En utilisant GA; = M A; — MG, nous obtenons
i=1 i=1
e Unicité.
Si un autre point G’ satisfait la méme condition, alors
0 = Z aiG'AZ-
i=1
= Y a(G'G+GA)
i=1
= sG'G.
Comme s # 0, nous avons G'G = 6 donc G’ = G.
Enfin, pour tout point NV,
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PROPOSITION 2.35: (ASSOCIATIVITE DU BARYCENTRE)

Soit G le barycentre de ((4,a), (B,b),(C,c)),oha+b+c # 0.Sib+c # 0etsi K est le barycentre de
((B,b),(C,c)), alors G est le barycentre de

((A, a), (K,b+ c))

_\

@5 DEMONSTRATION 11 suffit de montrer que aGA + (b + ¢)GK = 0. Puisque K est le barycentre de
((B,b),(C,c)), la formule du barycentre donne, en prenant M = G,

(b+c¢GK = bGB+cGC.
Par conséquent,

WGA+ (b+e)GE = aGA+WGB+cGC = 0,

car G est le barycentre de ((4, a), (B,b), (C,c)).

2.8 Exercices

Homothétie et translation

ExEercice 2.1 (Démonstration de la prorosITION 2.6)  Soit ¢ une translation, montrer que :

(a)  Sid estune droite alors t(d) est une droite et ¢(d) || d.

(b)  Limage par t d’un cercle de centre O et de rayon R est un cercle de centre ¢(O) et de rayon R.

Exgercice 2.2 (Démonstration de la proposiTION 2.16)  Soit h une homothétie de centre A et de rapport k£ non nul,
montrer que :

(a) Sik #1, Aest’'unique point fixe de h.

(b)  Pour tout point M, on a que A, M et h(M) sont alignés.

(¢)  Sid est une droite alors h(d) est une droite et h(d) || d.

(d)  L'image par h d’un cercle de centre O et de rayon R est un cercle de centre h(O) et de rayon R|k|.

Exercice 2.3 Montrer que I’image de deux droites perpendiculaires par une homothétie ou une translation sont deux

droites perpendiculaires.

Exercice 2.4 Montrer que I’image du milieu d’un segment [A B] par une homothétie ou une translation est le milieu

de I’image du segment [AB]. Plus généralement, montrer que les homothéties et translations conservent les barycentres.

Géométrie vectorielle Page 109 /213 Exercices



Exercice 2.5 (Examen 2012)  Soit ODF un triangle. Soit C' € [OD] et A, B, E € [OF] les points tels que (AC) ||
(BD)et (EC) || (DF), On considere I’homothétie h de centre O qui transforme A en B.

(a)  Montrer que h(C) = D.

(b)  Montrer que h(E) = F.

Exercice 2.6 Soit ABC un triangle, € son cercle circonscrit et O le centre de C. Soit H le milieu de [BC] et D le
point de € diamétralement opposé a A. Soit B’ = hp _1(A) le symétrique de A par rapport a B et C' = he,_1(A)
le symétrique de A par rapport 2 C'. Soit K le point d’intersection de (B’C") avec la perpendiculaire & (B’C") passant
par D (i.e. K est le projeté orthogonal de D sur (B'C")).

Le but de I’exercice est de démontrer que K est le milieu de [B’C’] et que les points A, H et K sont alignés. Pour cela

on considére I’homothétie h de centre A qui transforme B en B’.

(a)  Faire un dessin.

(b)  Quel est le rapport de h?

(¢c)  Déterminer les images par h des points O et C, puis I'image du segment [BC.

(d)  Soit €' I’image du cercle € par h. Quel est le centre de €’ ? Montrer que €’ passe par B’ et C’.

(e)  Montrer que (DK) est médiatrice de [B’C"]. En déduire que K = h(H) puis que les points A, H et

K sont alignés.

Repeére du plan et de I’espace

—_\

Exercice 2.7 Soit ABC'D un parallélogramme. Soit E le milieu de [AD] et le point F tel que AF = $ AC.
(a)  Exprimer BE et BF en fonction de AB et AD.
(b)  Montrer que B, E et F' sont alignés.

ExEercice 2.8 Montrer qu’une droite d et un plan P ne se coupe pas ou d C P si et seulement si un vecteur directeur

de d est coplanaire a deux vecteurs non-colinéaires de P.

—_

ExErcICE 2.9 Soit ABCDEFGH un cube. Soit I et .J les points définis par DI = iD?' et BJ = 3BC.
(a)  Exprimer HF HJ et EI dans le repere (D, DA DB DH)
(b)  Peut-on écrire EI comme combinaison linéaire de H Fet H J?

(¢c)  Montrer que 'intersection du plan (H ET) et du plan (F'H.J) n’est pas vide.

}KERCICEiIO (Examen 2009)  Soit ABCDEFGH un cube. Soit P et @) les points définis par ﬁ’ = iD?’ et
BQ = 3BC.

(a)  Peut-on écrire PH dans le repere (E, CTE, G_C\Q) du plan (EGQ).

(b)  Montrer que I’intersection de la droite (H P) et du plan (EGQ) est vide.

Exgercice 2.11  On considére un tétragdre ABC'D. On appelle I, J, K et L les points définis respectivement par :

RN 22—

Al fAB BJ = fBC’ C’K = fC’D DL = gDA



(a)  Exprimer IJ en fonction de AB et BC, puis en fonction de AC.

(b)  Justifier que les points I, J, K et L sont coplanaires et que I’intersection de la droite (AC') avec le
plan (IJKL) est vide.

(¢)  Montrer que la droite (B D) ne coupe pas le plan (IJKL).

Exercice 2.12  Soit ABCDEFGH un parallépipéde rectangle. Soit I le milieu du rectangle ADHFE et J celui du
rectangle BCGF'.

(a) Montrerque [F = DJ.

(b)  Justifier que D, J, F et I sont coplanaires. Quel est la nature de DJF'I?

RS N . N

(¢)  Montrer que I.J, BD et GF sont coplanaires.

ExEercice 2.13 (Examen 2010)  Soit ABCDE une pyramide dont la base ABCD est un quadrilatére convexe tel que
(AB) || (CD). Soit I, J et K les points définis par

4J=34E, DI->DE, BK->BE.
4 4 4
(@)  Donner les coordonnées des points I, J et K dans le repére (A, AB, AD, AE).
(b)  Montrer les plans (IJK) et (ABC') sont paralléles.
(¢c)  Montrer que la droite d = (ABE) N (CDE) est paralléle a la droite (AB).

(d)  Montrer que JK est un vecteur directeur de d.

(e)  Montrer que la droite d ne coupe pas le plan (IJK).

Exercick 2.14 (Examen 2011)  Soit SABCD une pyramide dont la base ABC'D est un carré. Soit O le centre de
gravité du carré ABCD et J le milieu de [SO]. Soit K et L les points définis par

— 1

— —\ N
SK=-SD, SL=-SD.
37 3

(a)  Donner les coordonnées des points O et J dans le repére (.5, S? , 5?’ , S?)

(b)  Montrer que les vecteurs EI_\( , S? et S_\D sont coplanaires.

(c)  Exprimer le vecteur E] comme combinaison linéaire des seuls vecteurs @ et ﬁ
(d)  Montrer que les points B, K et .J sont alignés.

(e)  Montrer que la droite (OL) est parallele a la droite (BK).

Produit scalaire

Exercice2.15  Soit ABC DEFGH un cube de c6té de longueur 1. On se place dans le repére orthonormé (A, E, E, E)
(a)  Donner les coordonnées des points A, F, C et G.
(b)  Calculer le produit scalaire AF - CH. Les droites (AF) et (CH) sont-elles orthogonales ?
(c)  Calculer EC - FD. Les droites (EC) et (F'D) sont-elles orthogonales ?



Exercice 2.16  Soit A, B, C et D quatre points, montrer rer que A, AB-CD = AB-C’ D’ ot ', /', resp. D', est le projeté
orthogonal de C, resp. D, sur (AB). En déduire que AB-CD = AB-C'D' si AB et C'D’ ont méme sens, et

AB CD = —AB - C'D’ sinon. (Indice : on se placera dans un repére orthonormé judicieusement choisi)

Exercice 2.17 (Examen 2011)  Soit un carré ABCD. On construit un rectangle APQR tel que : P € [AB] et
R € [AD] et AP = DR. Le probléme a pour but de montrer que les droites (C'Q) et (PR) sont perpendiculaires.

e N NS N N

(@) Montrer que CQ-PR=CQ- (AR — AP).
(b)  Montrer que les droites (CQ) et (PR) sont perpendiculaires.

Barycentres

ExERcICE 2.18
(@)  Soit G le barycentre de ((4, a), (B,b),(C,¢))), a+ b+ c # 0. Supposons que b + ¢ # 0. Montrer
que le point d’intersection A’ de (AG) avec (BC) est le barycentre de ((B, b), (C, ¢)).
(b)  Soit G le barycentre de ((4,1), (B, 1),(C,1)). Soit A" le milieu de [BC|]. Montrer que les médianes
du triangles ABC sont concourantes en G et que 1@ = %m . On retrouve bien que G est le centre
de gravité de ABC.

Exercice 2.19  Soit BCD un triangle.
(@)  Soient A le barycentre du systtme pondéré ((B,1),(C,—1),(D,1)). Montrer que ABCD est un
parallélogramme.

(b)  Soient I le milieu de [AB], J le milieu de [BC|, K le milieu de [C'D] et L le milieu de [AD]. Montrer

que [JK L est un parallélogramme.

Exercice 2.20 (Examen 2010)  Soit ABC' un triangle et k£ un réel non nul, on définit les points D et E par les

relations :
AD =kAB et CE =kCA.
(@)  Montrer que D est le barycentre de ((A4,1 — k), (B, k)).
(b)  Montrer que F est le barycentre de ((C,1 — k), (4, k)).

(¢)  En déduire que pour tout point M du plan, on a :
MD + ME = MA + MC + kCB = 2(MB' + kB'C")

ol B’ et C’ sont les milieux respectifs de [AC] et [AB].
(d)  Soit I le milieu de [DE], montrer que I, B’ et C’ sont alignés.

E)E(\CICE 2_.2\1 Soit ABC' un triangle. Soit H le point défini par ﬁ = %ITC et K le point défini par E =
1AB + ;AC.

(a)  Exprimer H comme le barycentre des points A et C.

(b)  Exprimer K comme le barycentre des points A, B et C.

(c)  Endéduire que B, H et K sont alignés.



Exercice 2.22  On considére un tétraédre ABCD. Soit I le milieu de [AB], J le milieu de [AC], K le milieu de
[AD], L milieu de [BC], M milieu de [BD], N milieu de [C'D]. Soit G le centre de gravité de ABC, G celui de
ABD, Gj3 celui de AC'D et G4 celui de BC'D. Montrer que les droites (IN), (JM), (KL), (DG1), (CG2), (BG3)

et (AG4) sont concourantes.

Exercice 2.23 (Examen 2010) Soit A, B, C' et D quatre points distincts du plan. On note K le barycentre de
((4,3),(B,1)), J le milieu de [DC], G le centre de gravité de BC'D et I le milieu de [AG].

(a)  Montrer que pour tout point M du plan on a 3]\@ + ]\ﬁ + 2]\7\] = GJ\TI.

(b)  En déduire que I est le barycentre de ((K,4), (J,2)).

(¢c) Montrer que I, J et K sont alignés.

ExercicE 2.24 (Examen 2011)  Soit ABC'D un parallélogramme de centre de gravité O (I’intersection de ses diago-
nales) et k # —1 un réel non nul. Soit I le barycentre de (A, k), (B, 1) et J le barycentre de (C, k), (D, 1).

(@)  Montrer que les droites (AC), (BD) et (I.J) sont concourantes.

(b)  Soit E le barycentre de (4,2 — k), (I, k+ 1), (D, 1).

(i)  Montrer que pour tout point M du plan, on a :
9MA + MB + MD = 4ME.

(ii)  En déduire que F est le milieu de [AO].

(iii)  Pour quelle valeur de k les points D, I et E sont-ils alignés ? Justifier.

Exercice 2.25 (La droite et le cercle d’Euler)  On considére P le plan. Soit ABC' un triangle, et soit G, O et H ses

centres de gravité, centre du cercle circonscrit et orthocentre (respectivement).
(@)  Soit A’B’'C’ le triangle formé des paralléles au cotés de ABC passant par ses sommets.

(i)  Montrer que H est le centre du cercle circonscrit a A’B’C".
(ii)  Montrer que G est le centre de gravité de A’B'C".
(iii))  Montrer que I’homothétie h de centre G et de rapport —1 envoie A'B'C’ sur ABC.
(b)  Montrer que G_O\ = f%GT-I . En déduire que G, O et H sont alignés (c’est la droite d’Euler).
(¢)  (Probleme difficile) Soit I, J et K les milieux de [BC|, [AC] et [AB] et soit € le cercle circonscrit &
IJK . Montrer que C passe aussi par les pieds des hauteurs de ABC et par les milieux de [AH|, [BH]

et [CH]J; c’est le cercle des neufs points d’Euler (indication : on pourra considérer I’homothétie h

ainsi que ’homothétie h’ de centre H et de rapport %).
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Chapitre 3

Nombres complexes I : algebre et calcul

Les chapitres précédents nous ont amenés de la géométrie telle que pratiquée par les mathématiciens de 1’Antiquité
jusqu’a la création de 1’algebre linéaire. Ceci fait, les questions de géométrie classique se traduisent alors souvent
sous forme d’équations. C’est le probleme de la résolution des équations qui a donné lieu a I’apparition des nombres

complexes que nous allons étudier dans ce chapitre.

3.1 Motivation

le probleme de trouver des méthodes de résolutions d’équations a passionné, et passionne encore, les mathématiciens.

En particulier, les équations polynomiales sont parmi les premiéres a avoir été étudiées :

Une équation polyndmiale est une équation de la forme

™ + ap_12" 4+ F+azt +ap=0, ot a €R et neN (3.1.1)

Les plus simples sont les équations du premier degré :
ar+b=0, avec a,beR, a#0

On sait alors que la solution est z = —g.

Un autre cas trés connu est celui des équations de second degré, c’est-a-dire les équations de type

az’ +br+c=0, avec a,bce€R, a#0.

Pour résoudre une telle équation, on calcule d’abord le discriminant A = b% — 4ac. Si A > 0, les solutions sont alors
—b+ VA -b—VA
= — €t o= —-——0.
2a 2a

Dans le cas ot A = 0, I’'unique solution est dite double. On observe alors que 1’équation se réécrit de la fagon suivante :

T

alx —x1)(x —x2) =0, a#0.
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Ceci implique que soit (x — z1) = 0, soit (x — x2) = 0. On vient de se ramener & deux équations du premier degré.

De maniére générale, la méthode consiste a factoriser le polynome P(x) = apaz™ + ap_12" 1 + -+ + a1 + ap
(an # 0) sous la forme

P(x)=an(x —zp)(x —xp_1) - (. — 1)

ol les z; sont alors les solutions de I’£QUATION 3.1.1, que I’on nomme les racines de P(z).

Revenons aux cas des équations du second degré. Que se passe-t-il si le discriminant A < 0? L'équation ax?+bx+c =

0 n’a alors pas de solution.

EXEMPLE

Le polyndme 22 + 1 ne peut pas se factoriser sous la forme
2 +1 = (z—z1)(z — 22).

En effet :
22+1=0 o 22=-1 & z=+v-1,

alors que la racine carrée de —1 n’existe pas dans R.

En général, on peut montrer que :

PROPOSITION 3.2

Si A < 0, I’équation ax? + bz + ¢ = 0 n’a pas de solution réelle.

Ceci causera probleme si ’on pousse I’étude a des degrés supérieurs :

EXEMPLE

Comment factoriser le polynéme x% + 1? On peut avoir de la chance et observer que
41 = (@ - V2 +1)(@?+V22+1),

puis on peut alors factoriser indépendamment chacun de ces polyndmes du second degré. Mais comment trouver
cette factorisation sans compter sur la chance ? On peut poser X = 22 et résoudre alors I’équation X2 + 1 = 0.

Mais on vient de voir que cette équation n’a pas de solution réelle !

La solution a ce probléme fut donnée au X VIe siécle : il suffit d’introduire une solution imaginaire, autrement dit,

un nombre imaginaire i tel que i> = —1. Alors dans ce cas :
4 o 2 _ . N 2 . 2 .
2+1 = X441 = (X —i)(X+1i) = (7 —9)(a* +19).
Imaginons maintenant qu’il y ait une racine carrée a ¢ et —¢ et continuons ainsi :

41 = (x+\/€) (x—\/i) (x—i-\/—_z) (x—\/—_l)
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Pour conclure, on veut imaginer un ensemble dans lequel les lois de calculs seront identiques a celles de R et qui
contiendra toutes les solutions des équations polyndmiales : ce sont les nombres complexes. (Nous verrons la fin de la

méthode de factorisation de 2% 4 1 au cours de ce chapitre.)

3.2 L’ensemble des nombres complexes

DEFINITION 3.3

Lensemble des nombres complexes est I’ensemble suivant :
C = {a—i—z’b | a,beR}.
L’écriture a + b est formelle : la lettre ¢ désigne ici une indéterminée.

Les éléments de C sont appelés nombres complexes.

Soit z = a + @b € C un nombre complexe. Le réel a est appelé partie réelle de z et se note Re(z). Le réel b est

sa partie imaginaire et se note Zm(z). On admet alors ce qui suit :
z=72 & Re(z) =Re(z) AN Im(z) =Im(z)) Vz,2 €C

Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle est dit imaginaire pur et s’écrit alors z = ¢b. Un nombre
complexe dont la partie imaginaire est nulle s’écrit z = a : c’est un réel. On a donc une inclusion naturelle de R
dans C: R C C.

Avant de pouvoir résoudre des équations, il nous faut définir comment calculer avec des nombres complexes. On va tout

d’abord définir une addition sur C dont la restriction aux nombres réels est 1’addition usuelle.

DEFINITION 3.4: (ADDITION SUR C)

Soient z = a + ib et 2’ = a’ + ib’ deux nombres complexes. On définit
z+72 = (a+d)+i(b+?).

Onpose 0 =0+7i-0et—z=(—a)+i(=b)

Soientz:3+2ietz’:—%—5z'.A10rsz+z’:%—31’.

L’addition complexe vérifie les mémes propriétés que 1’addition réelle :
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PROPOSITION 3.5

Soient z,y, z € C. Alors :
i) zxz+y = y+x (commutativité);
(i) x4+ (y+2) = (x+y)+2z (associativité),
(iii) O0+2z = z+0 = 2z (élément neutre);

(iv) z+(—2) = 0 (opposé).

@5 DEMONSTRATION  Voir I’EXERCICE 3.2.

On veut maintenant définir sur C un produit dont la restriction & R soit la multiplication usuelle de R et telle que

i? = —1. Effectuons un calcul informel de multiplication en s’autorisant les mémes principes de calculs dans R et en

supposant que 2 = —1. soient z = a + ib et 2’ = a’ + b’ deux nombres complexes. Le produit se calcule ainsi :
2.2 = (a+ib)-(a' +ib) = ad' +i*bb’ +iab +ia'b
(aa’—bb') +i(ab’ + a'b)

DEFiNITION 3.6: (PRODUIT SUR C)

Soient z = a + ib et 2’ = a’ + ib’ deux nombres complexes. On définit

2.2 = (a+ib)-(a +ib') = (ad —bY)+i(ab +a'b).

Onrappelleque 1 =1+4-0. Ainsi: 1+ (a+ ) = (la —0b) +i(16+0a) = a+ ib.

Soient z = 3 + 2iet 2’ = —% — 5i. Alors :

27" = (34 2i) —2—51' = —2—15i—ili+10 = 8—91'
o 3 o 3 o 3"

PrOPOSITION 3.7

Soient x,y, z € C. Alors :

(i zxy = yx (commutativité),

(ii) xz(yz) = (xy)z (associativité);

@@i) 1-z = z-0 = z (élément neutre);
(iv) z(y+z) = zy+xz (distributivité);

(v)  siz#0,il existe un unique nombre complexe noté z~! tel que zz=1 =1 (inverse).
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‘25 DEMONSTRATION  Voir I'EXERCICE 3.3.

A REMARQUE

(i)  Ondit alors que (C, +, -) est un corps. On I'appelle le corps des nombre complexes.

(ii)  Linverse d’un nombre complexe non nul est

1 a —b
()™ = 05 <a2+b2+la2+62>

En effet, si z € C* = C\{0}, alors z = a + ib avec a, b qui ne sont pas nuls en méme temps. On obtient

z a +1 b Y — —b_b +iba +a b =1
a2+ a2+b2)  \Ta2+b2 a2 +b2 A+ a?402)

d’ou le résultat de 1’énoncé.

3.2.1 Module et conjugué d’un nombre complexe

Dans le souci de vouloir simplifier la formule de I’inverse, nous posons les définitions suivantes :

DEFINITION 3.8

Soit z = a + ¢b un nombre complexe.

(i)  Lemodule de z est le nombre |z| = Va2 + b2.

(i)  Le nombre complexe Z = a — b est le conjugué de z.

L’inverse d’un nombre complexe z € C est alors

Siz =3 — 44, alors |z| = 5 et Z = 3 4 4i. On observe alors que

22 = (3—4i)(3+4i) = (9+16) +i(12-12) = 25 = |2|%

PRrROPOSITION 3.9

Soient z, 2’ € C. Alors :

(i) 2z = |2]? €R;
(i) z+Z = 2Re(2);
(iii) z2—2z = 2Im(z);
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(v) |22 = [2l|2] et |z| = [2];

v) zeR & Im(z)=0 < z==z.

‘@5 DEMONSTRATION  Voir I’EXERCICE 3.4.
m

A REMARQUE 11 est souvent utile d’exprimer tout nombre complexe sous sa forme canonique A + iB, avec
A,B € R. En particulier, si z,2" € C, alors pour écrire % = A + iB il suffira de multiplier le numérateur et le

dénominateur de la fraction par 2’ :

Re(z?) ,Im(z?)
= 122 R 2

U

z z
2! 2! |z

3.2.2 Forme trigonométrique, forme exponentielle et formule de De Moivre

Toujours dans un souci d’apprendre a calculer avec les nombres complexes afin de résoudre des équations polynomiales,
nous voudrions trouver une facon de simplifier 1’écriture des puissances 2z = (a + ¢b)"™ d’un nombre complexe z =

a + b € C. Pour cela, nous allons nous servir de notions géométriques.

Identification du plan avec C. Le plan usuel peut étre vu 2 la fois comme 1’ensemble R? des couples (z, y) de réels et
comme I’ensemble C des nombres complexes. On établit entre ces deux ensembles une bijection naturelle en associant
a tout point M (x,y) du plan le nombre complexe zp; = x + éy. Ainsi, chaque point du plan correspond & un unique

nombre complexe, et réciproquement, chaque nombre complexe représente un point du plan.

On munit le plan P d’un repeére orthonormé (O, @, ¥/), ol i et ¥ sont les vecteurs unitaires associés aux axes des abscisses
et des ordonnées. Les nombres complexes admettent alors une interprétation géométrique : si z = a + b, le point M
d’affixe z a pour coordonnées (a, b) dans ce repére. On dit que z est I'affixe du point M. Dans cette identification, I’axe

des abscisses correspond a I’ensemble des réels et I’axe des ordonnées a celui des imaginaires purs.

A REMARQUE
(i) Lesegment [OM] est de longueur |z|. Autrement dit: OM = ||m|| = |z|.

(ii)  Soit M’ le symétrique de M par rapport 4 I’axe des abscisses. M’ a donc pour coordonnée (a, —b) et son affixe

estz.

On remarque aussi que 1’addition des éléments de C coincide avec 1’addition des vecteurs du plan :



ExXEMPLE

Soient z = 3 + i et 2/ = 2 + 4i. On calcule facilement que z + z’ = 5 + 5i. Remarquons que cette addition

coincide avec I’addition des vecteurs (3,1) et (2,4) :

Im

Si |z| = 1, alors le point M correspondant se trouve sur le cercle de centre O (de coordonnée (0, 0)) et de rayon 1. En
vertu de la définition des fonction cosinus et sinus, il existe un unique 6 € [0, 27| tel que z = a + ib = cos f + isin 6,

et tout nombre complexe de cette forme est de module 1, car cos? # +sin? § = 1. On peut généraliser pour tout |z| >0:

PROPOSITION 3.10

Soit z = a+ib € C. Alors il existe un unique 6 € [0, 27[ tel que z = |z|( cos 6 + i sin ). Le nombre 6 est appelé

Pargument de z et est noté arg(z).

%5 DEMONSTRATION  Voir I’EXERCICE 3.8.

Visuellement, voici un nombre z = a+1tb € C, représenté par le point M dans le plan complexe et dont les coordonnées

peuvent étre calculées a partir de |z| et arg(z) = 0 :
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Im

M(]z| cos b, |z|sin0)
b=|z|sin@} -~~~

Lécriture z = a + ib de z € C est appelée la forme algébrique de z, tandis que z = |z| ( cosf + isin 0) est

appelée la forme trigonométrique de -.

EXEMPLE

Considérons z = 2 + 2i. Trouvons I’argument de z. On a |z| = v/22 + 22 = 21/2 et donc
=922 <£ + £ >

En identifiant cette équation avec z = |z|( cos 6 +isin ), on obtient que cos § = sin = ‘/75 . On en déduit donc

™

que 0 = arg(z) = 7.

|\ J

A REMARQUE L argument de z est 1’angle orienté entre le vecteur # de coordonnées (1, 0) et le vecteur OM.

ProposITION 3.12: (FORMULE DE DE MOIVRE)

Pour toutn € N, on a
(cosf +isinf) = cos(nf) +isin(nf), V6 €R.

On écrit e* pour cos 6 + i sin  (ceci recoit sa justification dans un cours d’analyse), et la formule de De Moivre

7z . . ; n N
s’écrit alors plus simplement : (¢%/)" = e,

Nombres complexes I Page 122 /213 Ensemble des complexes



@5 DEMONSTRATION  Afin de démontrer cette proposition, nous aurons besoin d’un nouvel outil de preuve :

la preuve par récurrence, présentée au CHAPITRE 4.

On peut maintenant simplifier la forme trigonométrique d’un nombre complexe trouvée dans la PROPOSITION 3.12 :

DEFINITION 3.13: (NOTATION EXPONENTIELLE)

Un nombre complexe s’écrit sous la forme z = 7, ol r = |2| est le module de z et 0 est son argument. Le

couple (7, 0) sont les coordonnées polaires du point d’affixe z.

EXEMPLE

Trouvons la forme exponentielle de z = 4. Le point M correspondant posseéde les coordonnées (0, 1). On a que
|z] = 1 etarg(z) = Z. Ainsi, on trouve que i = €’2.

Im

M(0,1) .
lil=0M =1
v
0=73
> Re

0] U

Similairement, on obtient aussi que —¢ = e '3,
N\ J

Cette notation exponentielle facilite grandement le calcul du produit de deux nombres complexes. Deux nombres com-

plexes se multiplient alors selon la formule suivante :

/ i0 1 b’

22 = el . et = ppei(040)

En particulier,

arg(zz2') = arg(z) +arg(z’) et arg (5) = arg(z) — arg(2’).

. . - oL .
De plus, (¢)" = r"e™ et Vreil = (rei?)? = \/re's (icir > 0, donc /7 existe).

On a vu au début du chapitre que 2 + 1 = (22 — 4)(2? + i). Sachant que
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on trouve

) (x—l—ei%) (w = e_’%) (x—l—e_i%) .

w3
w13

zt4+1 = (x2—ei )(1‘2—6_1%) = (w—ei
Posons z = €'7. Alors Z = e~ 7. L’équation ci-dessus se réécrit alors
'+l =(@2-2)2-2)@+2)(z+2) = (2= (2 +2)z+22)(2° + (2 + )z + 27).

Comme 2Z = |z|? = letz +Z = 2Re(z2) = /2, on obtient finalement le résultat escompté :

x4+1:(x2—\/§x+1) <x2+\/§x+1)).

Ce phénomene est plus profond, comme nous le verrons dans la suite de ce chapitre.

DEFINITION 3.14: (RACINES DE L’ UNITE)

Soit n € N*. On dit que z € C est une racine n'*™ de Punité si 2" = 1.

ProposiTION 3.15

Toute racine de I'unité a pour module 1.

@5 DEMONSTRATION  Soit z = e une racine n®™ de I'unité, ot > 0. Alors 2" = 1, donc
rneinﬂ _ 1- eOi.

Ces deux écritures exponentielles représentent le méme nombre complexe; leurs modules sont donc égaux. Ainsi,

r™ = 1. Comme n > 1, la fonction z — z™ est strictement croissante sur R™, d’ott 7 = 1. Par conséquent, |z| =r=1.

[
3.3 exercices
Exercice 3.1 Ecrire les nombres complexes suivants sous la forme a + ib :
(@) 1+ 3i+ 9%+ 273 + 81i* 4 243:°;
7T—3i
b)) —;
®) 1+ 54
(c) 41000 4 ;123
P . 11 16, )
Réponse :  (a) 73 4+ 219¢; (b) 'l + 1—31, ©1—1.
exercices
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Exgercice 3.2 (Démonstration de la proposITION 3.5)  Soient 2, 2/, 2" € C. Montrer que :
(i) z+ 2 =2 + z (commutativité) ;
(i) z+4+(Z+72")=(2+2")+ 2" (associativité) ;
(iii) 0+ z = z 4+ 0 = z (élément neutre)

(iv)  z+ (—z) = 0 (opposé).

Exercice 3.3 (Démonstration de la proposITION 3.7)  Soient z, 2/, 2/ € C. Montrer que :
(i) 27 = 'z (commutativité) ;
(i))  z(2'2") = (22")2" (associativité);
(iii) 1-z = z-1= z (élément neutre);
(iv)  z2(2' +2") = 22’ 4+ 22" (distributivité) ;

(v) iz # 0, il existe un unique nombre complexe noté 2z~ tel que zz~! = 1 (inverse).

Exercick 3.4 (Démonstration de la proposITION 3.9)  Soient z, 2z’ € C. Montrer que :
(i) 2z=|z]?€R;
(ii) z+4+Z=2Re(2);
(iii) z—Z=2iIm(z);
'

(iv) |zZ'| = |z||Z] et|Z] = |2];

v) zeR <= Im(2)=0 < z=7%
Exercice 3.5 Montrer que si z est un nombre complexe de module 1, son inverse est Z.

EXERCICE 3.6
(a)  Calculer le module des nombres complexes suivants :

_ T35 (5 + 3i)(1 +4)

= ] 2. =
z1 = (74 350)(3+42i), =z 39, 3 A1

(b)  Mettre sous forme algébrique les nombres complexes suivants : z1, 22, 23, 21 + 22, 22 — 23, 2122, 2123-

Réponse :  (a) |21| = 91V2; |22 = 7TV/2; |23] = 2.
103 14 4354 434

() z1 + 29 =—42+ 11203 29 — 23 = 7 —21—7;2122 =490 + 11767 ; z123 = BETE —i—z?.

Exercice 3.7 (Démonstration du cours)  Montrer que si z, 2/ € C*, alors

z _ Re(zz')  Im(z2)

AR PP t EiE

Exercick 3.8 (Démonstration de la proposITION 3.10)  Soit z € C, montrer qu’il existe un unique 6 € [0, 27| tel que

z = |z|(cos 0 + isin6).

Exercice 3.9  Ecrire les nombres complexes suivants sous forme exponentielle :
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(a) z1=1+71;
(b) 2o =3 +1i;
(¢) 23=1—1i/3.

Réponse:  (2) 21 = v2e'T; (D) 22 =2¢'8; (0) 23 =2¢'F.

1 3
Exercice 3.10  Soit j = —5 + gl

(a)  Calculer |j];
(b))  Démontrer que j2 = j;

(c)  En déduire que j est une racine cubique de I’unité.
Réponse: () |jl=1; 0 j>=—5 - i=j; ©j=2j=j ==L

Exgercice 3.11 (Examen 2011)

On considere les deux nombres complexes suivants : 27 = 1 + ivV3etzy =1—1i.

(a)  Ecrire 21 et 29 sous forme exponentielle ;

(b)  Donner la forme algébrique et exponentielle de z1 25 ;

T

(¢)  En déduire la valeur exacte de cos {5 et de sin 75.



Chapitre 4

La propriété de récurrence — interlude

méthodologique

La formule de De Moivre (PrOPOSITION 3.12), annoncée au chapitre précédent, est un bon exemple d’énoncé vrai pour

tout entier naturel n ; pour en établir la preuve, nous introduisons ici le raisonnement par récurrence.

Le bon ordre est une propriété de I’ensemble N des entiers naturels, que nous prenons comme un axiome :

AXIOME 4.1: (BON ORDRE)

Tout sous-ensemble non vide de N admet un plus petit élément. Autrement dit, si A C Net A # (), il existe n € A

tel que n < x pour tout x € A.

Soit A = {1,3,5, ...} 'ensemble des nombres impairs. Alors 1 € A est son plus petit élément.

Commencons par énoncer une proposition qui servira d’illustration a notre propos :

ProrosITION 4.2

Pour tout n € N, la somme de tous les entiers de 0 a n est égale a n(n + 1) /2.

Comment démontrer que cette proposition est vraie ?

Pour poser le probléme autrement, comment démontrer une propriété qu’ont tous les entiers naturels n ? On note P(n)
une propriété donnée pour un entier n quelconque (2 lire : n a la propriété P). On veut donc montrer que P(0) est
vraie, ainsi que P(1), P(2), P(3),... Pour cela, on va utiliser une propriété des nombres entiers : la propriété de

récurrence.
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ExXEMPLE

Revenons a la preuve de la prorosITION 4.2. Traduite dans le langage des mathématiques, la proposition s’énonce :

pour tout n € N,
n(n+1)

P(n) : Y i=0+142+-+n-1)+n = 5
=0

On appelle P(n) I'hypothése de récurrence.

Etape 1. Montrons que P(0) est vraie : pour n = 0, on a Z?:oi =0= 2, donc P(0) est vraie.

Etape 2. Supposons que P(n) soit vraie pour un certain entier naturel 7 et essayons d’en déduire P(n + 1).

L’hypothese de récurrence implique que la somme des entiers de 0 & n vaut n(n + 1)/2; nous en déduisons

n+1 n
o . _ n(n+1) B n _ (n+1)(n+2)
Zz = Zz + (n+1) = T—i—(n—l—l) = (n+1)(§+1) s w—
i=0 i=0
ce qui démontre que P(n + 1) est vraie.

Ainsi, nous avons montré que : (i) P(0) est vraie, et (ii) si P(n) est vraie, alors P(n+ 1) est vraie. Mais comment

conclure que Vn € N, P(n) est vraie?

|\ J

PropPoOsSITION 4.3: (PRINCIPE DE RECURRENCE — PREMIERE FORME)

Supposons que pour tout entier n > 0 on se voit donné une propriété P(n), et supposons que nous puissions

démontrer que :
(i)  lapropriété est vraie au premier rang, c-a-d P(0) est vraie.
(ii)  (Hypothése de récurrence, premiére forme) la propriété se transmet de rang en rang, c’est-

a-dire que si on suppose I’énoncé P(n) vrai pour un entier n fixé, alors on peut montrer que

I’énoncé P(n + 1) est aussi vrai.

Alors nous pouvons conclure que P(n) est vraie pour tout n € N.
. J

A REMARQUE La premiére étape pourrait traiter d’un autre nombre naturel que 0. Par exemple, si on a une

propriété P(n) pour tous les entiers naturels n > 6, il faudrait remplacer “(i) P(0) est vraie” par “(i) P(6) est vraie”.

Revenons 2 la preuve de la proposITION 4.2. Comme nous avons montré précédemment que (i) P(0) est vraie et

(ii) P(n) = P(n + 1), on peut donc conclure que la proposition est vraie.

Ce nouvel outil de preuve semble bien puissant, mais pourquoi est-il correct ? en voici la preuve :

%5 DEMONSTRATION (PRINCIPE DE RECURRENCE — PREMIERE FORME)

Pour une propriété P(n), supposons que P(0) soit vraie et que pour un n € N quelconque, on ait P(n) = P(n + 1)

(hypothese de récurrence).

Posons A = {n € N | P(n) est vraie}, I'’ensemble des entiers n pour lesquels la propriété est vraie.
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On procéde a un raisonnement par I’absurde : supposons que A # N. Son complément A est donc un sous-ensemble
non vide de N. Par I’AxioME bu BoN ORDRE, il existe m € A® tel que m < n pour toutn € A°. Comme P(0) est vraie,
0 ¢ A°. Donc m # 0, ce qui implique que m — 1 > 0. Par minimalité de m dans A“, onaque (m—1) ¢ A, signifiant
que (m — 1) € A et de ce fait P(m — 1) est vraie. Par hypothése de récurrence, P(m) est donc vraie, contredisant
m € A°. Donc A = N.

A REMARQUE Afin d’utiliser une preuve par récurrence, il est fondamental de vérifier I’hypotheése de récur-
rence, mais aussi I’hypothese de premier rang. Sans vérification de I’hypothése au premier rang, mais tout en vérifiant

I’hypothese de récurrence, vous risquez de démontrer que tout nombre dans Z est positif, ce qui est absurde !

Dans le cas d’un raisonnement par récurrence, on peut supposer non seulement P(n) vraie, mais aussi toutes les pro-

priétés P(k) pour les entiers k < n

A REMARQUE Récurrence (deuxiéme forme)

On peut en fait remplacer I’hypothese (i7) dans le principe de récurrence par cette hypothese alternative :

(ii’)  (hypothése de récurrence, deuxiéme forme) pour un entier n € N quelconque, si P(k) est vraie pour

tout 0 < k < n, alors P(n + 1) est vraie.

La preuve est mot pour mot identique a la preuve du principe de récurrence énoncé ci-dessus. On invite le lecteur a s’en

convaincre.

4.1 Exercices

Exgercice 4.1 (Formule du bindme de Newton)

Montrer par récurrence que pour tout n € N et pour tout z,y € R :

e =3 (1)er

=0

On rappelle que (n) =
i

Exercice 4.2 Montrer par récurrence les formules suivantes :

(a) Zk (k+1)= (n+1)(n+2);
n(n+1)2n+1)

(b) Z 2 = g ;
n 2

(c) Zk3 (Z'>;

(d) Z 9t — gn+1 _ 1;

(e) 2" > n.



Exgercice 4.3 (Examen 2010)
(a)  Vérifier que 324 = 7.32n+2 1 2. 32n+2;

(b)  Démontrer par récurrence que pour tout entier n > 1, 7 divise 3272 — 2n+1

Exercice 4.4 (Examen 2011)  Montrer la formule suivante par récurrence :

1 1
—— =1-——, VneN:
i(i+1) n+1

n

i=1
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Chapitre 5

Nombres complexes II : polynomes et

interprétation géométrique

5.1 Démonstration de la formule de De Moivre

Maintenant que 1’on s’est équipé du principe de récurrence comme outil de démonstration, il nous est maintenant pos-

sible de prouver la FORMULE DE DE MOIVRE :

25 DEMONSTRATION (FORMULE DE DE MOIVRE)

Nous allons montrer par récurrence sur n € N la formule de De Moivre :

(cos® +isind)" = cos(nf) +isin(nf), V€ R, VneN.
Soit § € R un réel quelconque.
Initialisation :  pour n = 0, (cosf + isin#)? = 1 = 1 + 0i = cos(00) + i sin(00).
Hérédité :  supposons maintenant la formule vraie pour un n € N fixé :

(cosf +isinb) " = cos(nb) + isin(nd) (hypothése de récurrence)

Montrons qu’elle I’est aussi au rang n + 1, ¢’est-a-dire que :

(cosf + isin 9)n+1 = cos ((n+1)0) + isin ((n + 1)6)

n+

Développons I’expression (cos 0 + isin 9) en utilisant I’hkypothése de récurrence :

(cosf +isin 0)"+1

= (cosf + isinf)"(cos @ + isin )

= (cos(nB) + isin(nd))(cos O 4 isin )

= (cos(nf) cos 0 — sin(nb) sin 6) + i(sin(nb) cos 6 + cos(nb) sin 6)

= cos((n+ 1)) + isin((n + 1)6).

Ainsi, comme la propriété de la formule de De Moivre est vraie au premier rang, et qu’elle se transmet de rang en rang,

elle est vraie pour tout 7 € N par le PRINCIPE DE RECURRENCE.
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5.2 Nombres complexes et géométrie : angles et rotations

Continuons a explorer le lien entre nombres complexes et géométrie. Dans le CHAPITRE 1, nous avons utilisé quelques
concepts sans les définir, tels les angles, les points, les droites, etc. Nous allons voir comment bien définir ces concepts
dans le plan.

5.2.1 Points, vecteurs, droites et cercles

Points et vecteurs. Un point A du plan est représenté par son affixe a € C. De méme, si A et B sont les points
—_

d’affixes a et b, le vecteur AB est associé au nombre complexe b — a :

Im

Axes, droites et cercles. On pose O comme le point de coordonnée (0, 0) et les vecteurs # et ¢ comme les vecteurs
associés aux nombres complexes 1 et . On considére le plan P muni d’un repére orthonormé (O, i, ¥). On a alors les

correspondances suivantes. Soient A et B des points du plan d’affixes respectifs z4 et zp :

(i) Taffixe du vecteur OA est z4 et ||OA| = |za

—_\ —_
(ii)  Taffixe du vecteur AB est zg — z4 et ||[AB|| = |z — zal;

s

(iii)  la droite (AB) passant par A et B est définie comme 1’ensemble
(AB)={M € P | zy = za+t(2p —24), teR}.

On appelle ’équation zp; = 24 + t(zp — 24), t € R 1’équation paramétrique de la droite (AB).

Im
— A 2‘(35,\2 )
M 3
(4B)
<A ’/’/
,,”,Z]W

/, R

0 e
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(iv)  lecercle C de centre A et de rayon R a pour équation :

MeC < |zm — 24| = R.

m
C
A
‘3/74\2 |zar —zal =R
4
ZA ~
M -7 M
= Re
o

5.2.2 Translations et homothéties dans le plan complexe

Dans le cHAPITRE 2, il y a une notion fondamentale de géométrie que nous avons légeérement abordée au moyen des
homothéties et translations : les fransformations affines du plan. Ces transformations comprennent en particulier les
translations, les rotations et les homothéties. Nous allons voir ici comment définir les rotations, et nous allons aussi

donner les expressions complexes pour les homothéties et translations.

A REMARQUE On rappelle qu’une fransformation affine f s’applique aussi sur les vecteurs de la maniere
suivante : f(AB) = f(A)f(B). Donc

Zp(AB) T AHB) T AF(A)

Translation dans C. Nous savons que la translation ¢ de vecteur  est la fonction qui envoie un point M sur un point
_

M’ = t(M) tel que M M’ = . Donc, de maniére équivalente, si @ a pour affixe b, la transformation ¢ envoie M d’affixe
zps sur le point M’ = t(M) d’affixe

v = zZy + b

On notera, pour simplifier les notations, ¢(z5;) = 2y lorsque nous travaillerons dans C.

EXEMPLE

Soit ¢ 1a translation de vecteur « de coordonnées (6, —2). Soit M le point du plan de coordonnée (—2, 5). Comment
calculer les coordonnées de M’ = t(M)? Par définition, I’affixe de M est zp; = —2 + 5i et I'affixe de  est
2z = 6 — 2i. Donc I'affixe de M’ est zp; = —2+ 5i 4+ 6 — 20 = 4 + 3i. Les coordonnées de M’ = ¢(M) sont
(4,3).
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Im

zvy = —2+ 5t

.

v =4+ 3

Homothétie dans C.  Nous savons que 1’homothétie h de centre A et de rapport k € R* est la fonction qui envoie
un point M sur un point M’ = h(M) tel que AM’ = k AM . Donc, de maniére équivalente, la transformation h envoie
le point M d’affixe zj; sur le point M’ = h(M) d’affixe

zpr =k (z2pr — 24) + 24
On notera zp; = h(zpr).

A REMARQUE  On vérifie trés aisément avec I’expression complexe de I’homothétie que AM’ = ||AM’ | =
|k| |AM|| = |k| AM et que A, M et M’ sont alignés.

EXEMPLE

Soit h I’homothétie de centre A d’affixe 24 = 3 + 4: et de rapport k = —%. Soit M le point du plan d’affixe

zyp — 2 + 6i. Comment calculer I'affixe 2y, de M’ = h(M) ? Par définition, on a
1 ) ‘ .1 )
My = —5((—24-62) — (3+4i))+3+4i= - +3i.
Im

zy = —2+ 61

~ i

AM' = —1AM
Al = 3+4L
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5.2.3 Angles orientés et rotation

DEFINITION 5.1

Soient i, v deux vecteurs non nuls du plan d’affixes respectives z, et z,,. On définit I’angle orienté entre 4 et ¥/

(dans cet ordre) par

(u,v) = arg(z,) — arg(zy) (mod 27).

Im Im .
\ P
arg(z)) /’ a

7\ (i, ¥ ¥ \ Re

\{/"\\ Il 7 // //—' T
arg(z )TN ¢ gz N/

arg(2zy) .
Re U T 2y

(.

& REMARQUE

(i)  Ausujet des « modulo » : § = 1 (mod 27) veut dire qu’il existe k € Z tel que § = 7 + 2km. 11 faut donc faire

attention a cela, surtout lorsque 1’on divise par 2. Dans ce cas, le modulo 27 devient un modulo 7.

(ii)  La mesure principale d’un angle orienté est la valeur comprise dans Uintervalle | — 7, 7].

PROPOSITION 5.2

Soient , U deux vecteurs non nuls du plan d’affixes respectives z,, et z,. On a alors 1’égalité suivante :

i = a2
(u,v) = arg(zu)

@5 DEMONSTRATION  Sous la forme exponentielle, on a que :

2y = |Zu|ei arg(zu) et Zy = |Zv|ei arg(zv)'
Ainsi, on a
z_v _ @ . ei(arg(zv)—arg(zu)) ,
Zu |20 ]
d’ou

=
&

g (2) = arg(a) - aga) =
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PROPOSITION 5.3: (PROPRIETES DES ANGLES ORIENTES)

Soient w, ¥ et w trois vecteurs non nuls du plan. Alors
(i) (4,7)+ (U,W) = (4, W) (Relation de Chasles);
(i) (@,9) = —(7,4);
(iii)  pour tout réels strictement positifs «, 8 on a : (i, BV) = (¥, V) ;
(iv)  (d,—7) = (4,0) + 7 (mod 27); en particulier (—u, —¥) = (@, 7);
(v) et sont colinéaires si et seulement si (@, v) = km, k € Z;

(vi) @ L Usietseulementsi (4,7) = 5 + km, k € Z.

@5 DEMONSTRATION  Les preuves de (i), (ii) et (iii) sont une conséquence immédiate de la définition. On en

laisse la vérification au soin du lecteur.

Pour (iv), il suffit d’observer que si e’ est I’affixe de 77, alors I’affixe 2’ de —m est 2’ = —re?? = e™re!? = rei(™+0),

Dot arg(z’) = 0 + .

Pour (v) et (vi), on procéde comme suit : soit z ’affixe de @ et 2’ I’affixe de ¥. On a 4 colinéaire a ¥ si et seulement
si @ = k¥. Autrement dit, si et seulement si z = kz’, avec k € Z*. Si k > 0 on peut conclure par un simple calcul

d’angle; si k < 0, on utilise alors (iv) pour conclure.

Finalement, ¢ L ' si et seulement si une droite dirigée par @ est perpendiculaire a une droite dirigée par v. Cela veut
dire que I’angle entre ces deux droites, et donc entre ces deux vecteurs, est une angle droit qui s’écrit 5 + k7 avec
k€ Z.

A REMARQUE L angle géométrique ABC est obtenu en prenant la valeur absolue de la mesure principale,

c-a-d comprise dans I'intervalle | — 7, 7], de I’angle orienté (BA, BC).

EXEMPLE

La somme des angles d’un triangle est plat. En effet en vertu de la proposition précédente, on a (BC, BA) =
(BC,AB) +met(CA,CB) = (AC,BC).D’ou :

(AB, AC)+(BC, BA)+(CA, CB) = (AB, AC)+(BC, AB)+n+(AC, BC) = n+(AB, AB) = 7 (mod 27).

(. J
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DErINITION §5.4: (ROTATION)

La rotation est la transformation qui déplace selon un angle 6 un point M autour d’un point A, son centre.
Plus précisément, la rotation r 4 ¢ de centre A et d’angle ¢ est la fonction qui envoie un point M sur un point
M’ = r4,9(M) tel que (147\7./ , m ) = 0 et AM = AM’; ou de maniere équivalente, la transformation 4 ¢
envoie le point M d’affixe zps sur le point M’ = r4 o(M) d’affixe

= ew(zM —za)+ za.

(. J/

A REMARQUE

(i)  On vérifie aisément que AM' = | AM'|| = ||m|| = AM et que (A—\M, AM'") = 0.

(ii)  Soient deux points A et A’ & égal distance d’un point B. Alors il existe une unique rotation r de centre B telle

que r(A) = A’. Dans ce cas ’angle de cette rotation est § = (ﬁ, BA).

EXEMPLE

Soit 7 larotation de centre A d’affixe 24 = 1+ etd’angle ¢ = 7. Soit M le point du plan d’affixe 25, = —2+6i.

Comment calculer I'affixe z,» de M’ = r(M)?Ona:

Im

ayr =€ ((—246i) — (L+14)) +1+1i
1
= E—H— (=345 +1+4
2 2
3vV3+5  5/3-3
=— f; +i\/_2 +1+434
3vV3+3  5v/3-1
= - 5 +1 B 5

\ J
DEFINITION 5.5

Soit f une transformation affine.

()  Ondit que f est une isométrie si f préserve les distances, c-a-d, pour tout point A, B du plan
d(f(A), f(B)) = |f(AB)] = [AB| = d(4,B).
(ii)  On dit que f préserve les angles orientés si pour tout vecteur #, v’ du plan on a

(f(@), f(@) = (49
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THEOREME 5.6

(i)  Les rotations et les translations préservent les distances (ce sont des isométries).
(i)  L’image d’une droite par une translation, une rotation ou une homothétie est une droite.
(iii)  L’image de deux droites paralleles par une translation, une rotation ou une homothétie sont deux
droites paralleles.
(iv)  Limage de deux droites perpendiculaires par une translation, une rotation ou une homothétie
sont deux droites perpendiculaires.
(v)  Plus généralement, les translations, les rotations et les homothéties préservent les angles orien-

tés.

@5} DEMONSTRATION (iii) et (iv) sont des conséquence de (v). En effet, si ces transformations préservent les
angles géométriques, alors elles préservent le parallélisme et I’orthogonalité. Finalement (i), (ii) et (v) sont laissés au

lecteur en exercice. (Voir EXERCICE 5.4)

A REMARQUE  Si aux translations et rotations nous ajoutons les réflexions, c-a-d les transformations du plan
qui fixent une droite et dont I’'image d’un point hors de cette droite est le symétrique par rapport a cette droite, nous
avons alors toutes les transformations du plan qui préservent les distances : ce sont les isométries. La classification des
isométries du plan et de 1’espace est un probleme qui dépasse le cadre de ce cours. Le lecteur curieux pourra se référer

par exemple au livre de Michele Audin [Audin 2006] pour y lire une démonstration.

L'axiome des triangles isométriques peut alors étre remplacé par le concept d’isométrie linéaire : deux triangles sont

isométriques si et seulement si il existe une isométrie linéaire qui envoie un de ces triangles sur I’autre.
Les homothéties de rapport £k # =+1 ne sont pas des isométries, elles ne conservent pas les longueurs. Par contre,

elles sont I’objet a ajouter aux isométries linéaires si I’on veut remplacer la propriété des « triangles semblables ». La

composée d’une isométrie linéaire et des homothéties s’ appelle une similitude et est I’objet de la section suivante.

5.2.4 Les similitudes (section facultative)

La similitude s 4 ¢ ), de centre A, d’angle 6 et de rapport & € R* est la transformation du plan qui au point M

d’affixe zps associe le point M’ = s4 ¢ (M) d’affixe

N = kew(zM —2z4) + z4.

A REMARQUE  On vérifie aisément que || AM’|| = |k| ||m|| et que (m, AM'") = 9.
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ExXEMPLE

Soit s la similitude de centre A d’affixe z4 = 1 + i, d’angle ¢ = 7 et de rapport & = 2. Soit M le point du plan

d’affixe z); = —2 + 6i. Comment calculer 'affixe z),» de M" = s(M) ? Par définition, on a
2 =2e"6 ((=2+6i) — (1+1)) + 1+

1
:2(?4”'5) (—3+5i) + 1+

— —3v3—5+(5v/3—3)i+1+1
= —3v3 — 4+ (5v3 — 2)i.
Dans la figure suivante, le point 1/ est la transformation de A selon la composante homotétie de s, avant d’ef-

fectuer la composante rofation :

Im

Re

(. J/

THEOREME 5.8

(i)  Les rotations et les homothéties sont des similitudes.

(ii)  L’image d’une droite par une similitude est une droite.
(iii)  L’image de deux droites paralleles par une translation ou une similitude sont deux droites pa-
ralleles.
(iv)  L’image de deux droites perpendiculaires par une translation ou une similitude sont deux droites
perpendiculaires.
(v)  Plus généralement, les translations et les similitudes de rapport positif préservent les angles

orientés. Si le rapport de la similitude est négatif, elle transforme un angle orienté en son opposé.

@5 DEMONSTRATION  Voir I’EXERCICE 5.5.
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5.2.5 Exemple d’application

Soient A et B les points du plan d’affixes respectives a = 1414 et b = 2 — 3i. On veut déterminer 1I’ensemble des points

M d’affixe z du plan tels que ABM soit un triangle équilatéral.

On sait que ABM est équilatéral si et seulement si AB = || AB|| = ||AM|| = AM et BAM = %. En d’autres termes,
ABM est équilatéral si et seulement si |b — a| = |z — a et si (AB, AM) ==z

On va tout d’abord montrer le résultat suivant :

LEMME 5.9

Le triangle ABM est équilatéral si et seulement si M est ’image de B par une rotation de centre A et d’angle
us
== 3

@5 DEMONSTRATION  Tout d’abord, si M est I’image de B par une rotation de centre A et d’angle =%, on

montre que ABM est un triangle équilatéral. En effet, dans ce cas, AM = AB et I’angle géométrique BAM = 7 ce

qui fait du triangle ABM un triangle isométrique a un triangle équilatéral : ABM est donc équilatéral.

Supposons maintenant que A BM est un triangle équilatéral. Il y a deux cas possible (E7 m ) = Zou (1@ , m ) =
—%. Supposons d’abord que (E, m) = 7. Comme AB = AM on a que

pma_|mal (i) _ AM (aBAN) _ g

b—a  |b—d - 4B

Donc z — a = €'5 (b — a) ce qui peut se réécrire
z=¢€'3(b—a)+a.

Donc z est I'affixe de I'image de B par la rotation r de centre A et d’angle 5. Le cas restant se résout de maniere

similaire a 1’aide de la rotation ’ de centre A et d’angle —%.

On peut donc conclure, apres calcul, que

{M cP|ABM estéquilatéral} = {MecP|M=ry,/3(B)ouM =1y _-/3(B)}
= {(MeP|zy=e""B0b—-a)+a}

{M€P|2M§’+2\/§+i<‘é§1)

ouzM:%—2\/§—i<§+l> }



A SN
AM
e 7Y
{M € P| ABM est équilatéral } = {M_, M} : AM._ g
? ",
M7 ‘~~~ "II +%
I e é

5.3 Les polynomes

Re

Le but de cette section est d’apprendre des techniques de factorisation des polyndmes ainsi qu’a résoudre des équations

polynomiales. Pour cela, on va « algébriser » le langage : au lieu de chercher les solutions d’une équation polynomiale

du type P(x) = 0, on va étudier la divisibilité du polynéme P.

5.3.1 Polynémes a coefficients réels et complexes

On se place ici dans C (on rappelle que R C C).

DEFINITION 5.10

(i)  Unmonome M de degré n € N est une fonction de la forme M(X) = aX™, avec a € C. Ici
X est une indéterminée ;
(@) Sia =0, on dit que le mondme est le polyndéme nul, noté 0, et qu’il est de degré —oo;
(iii)  Unpolynome a coefficients complexes P de degré n € N est la fonction définie par une somme
finie de mondmes dont le plus grand degré est n :
P(X) = Z%‘Xi = @ X"+ a1 X" '+ + a1 X +ag, an #0.
i=0
Si a; € R pour tout ¢, on dit que le polyndme est a coefficients réels ;
(iv)  Onnote deg(P) le degré de P;
(v)  Onnote C[X] I’ensemble des polyndmes a coefficients complexes ;
(vi)  Onnote R[X] I’ensemble des polyndmes 2 coeflicients réels.
A REMARQUE

(i) P = @ sietseulement si leurs coefficients sont tous égaux (identification des polynomes);

(ii)  Testclair que R[X] C C[X];

(iii)
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(iv)  Par convention, on définit le degré du polynéme nul comme étant —oo : deg(0) = —oo. Comme ceci, le seul

polyndme de degré strictement négatif est le polyndme nul.

Addition des polynomes : Commencons par un calcul. Pour additionner des polynomes, on aimerait utiliser des

regles de calculs similaires a celles existantes dans R (et C) :

EXEMPLE

Soient
P=2X?_-4X+i et Q=X3+iX-1

Si X était un réel ou un complexe, on obtiendrait alors

P+Q = X34+2X*4+(i—-4)X+i-1.

|\ J

Munissons C[X] d’une addition inspirée par cet exemple : Soient

P=>aX' et Q=) bX,
i=0 j=0
deux polyndmes a coefficients complexes. Supposons que 1 > m et posons by, +1 = by = -+ = b, = 0. On a alors,

pour tout entier 1 < i < n, que a; + b; € C (et si a;, b; € R, alors a; + b; € R). On définit alors
n
P+Q=> (ai+b)X’'
i=0
qui est un polyndme de degré au plus max(deg P, deg @). On note aussi

n

P =) (-a;)X’

i=0

PropPoSITION 5.11

L’addition des polyndmes vérifie les propriétés suivantes.

Soient P, @, R € C[X]. Alors :
(i) P+ Q= Q+ P (commutativité);
(ii) P+ (Q+ R)=(P+ Q)+ R (associativité);
(iii) P + 0 = P (élément neutre);
(iv) P+ (—P) =0 (opposé);
(v)  deg(P + Q) < max(deg(P),deg(Q));
(vi) si P,Q € R[X], alors P + Q € R[X].

@5 DEMONSTRATION  La démonstration est laissée en exercices (Voir EXERCICE §.12).
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Multiplication des polynémes : Commengons a nouveau par un calcul. Pour multiplier des polyndmes, on aimerait

utiliser des régles de calculs similaires a celles existantes dans R (et C) :

EXEMPLE

Soient
P=2X?—-4X+i et Q=X3+iX—-1.

Alors si X était un réel ou un complexe, on obtiendrait :

P.-Q = (X2 4X+i)(X>+iX-1)
= 2X3 (X3 44X —1)—4X(X3 +iX — D)+Hi(X3+iX —1)
= 2X% 4 2X% —2X% —4X* —4iX? +4X +iX3 - X —i
= 2X°% —4X*4+3iX3 - (2+40) X% +3X —i.

On munit alors C[X] d’une multiplication inspirée de cet exemple : Soient
P=> aX' et Q=) bX
i=0 j=0

deux polynomes a coefficients complexes. Posons pour tout k& € N

¢, = agbgp +aibg_1+---+arby = Z aibj e C.
itj=k
On définissons alors
n+m
P-Q=> cXx*
k=0

qui est un polynéme de degré n + m = deg(P) + deg(Q) (car ¢pim = anbm # 0).

PROPOSITION 5.12

La multiplication des polyndmes vérifie les propriétés suivantes.

Soient P, @, R € C[X]. Alors :
(i) PQ = QP (commutativité)
(ii)) P(QR) = (PQ)R (associativité);
(iii) 1-P = P (élément neutre);
(iv) 0-P=0;
(v)  deg(PQ) = deg(P) + deg(Q);
(vi)  si P,Q € R[X], alors PQ € R[X];
(vii) P(Q + R) = PQ + PR (distributivité).

@5 DEMONSTRATION  La vérification est laissée en exercice au lecteur (Voir EXERCICE 5.13).
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& REMARQUE

(i)  En général, un polyndme n’a pas d’inverse : on ne peut pas diviser un polyndme par un autre polyndme afin

X+1
> X2

par contradiction qu’il existe un polyndme P tel que (X + 2)P = (X + 1). Alors

d’obtenir un nouveau polyndme. Par exemple ne peut pas étre écrit sous la forme d’un polynéme. Supposons

deg (X +2)P) = deg(X+1)
deg(X +2) +deg(P) = 1
1+deg(P) = 1
deg(P) = 0.

Ceci signifie que P = a € C* est une constante non nulle (on rappelle que le degré de 0 est —oo). On obtient

finalement par identification :

(X+2a = X+1
aX+2a = X+1 = 20 =1 =a
Ceci est absurde. On peut par contre toujours diviser un polyndme par une constante non nulle. Lobjet §—I§ est

appelée une fraction rationnelle. Les fractions rationnelles sont aux polyndmes ce qu’est Q a Z.
(ii)  Multiplier un polyndme P par une constante ¢ € C, c¢’est-a-dire un polyndme de degré O, revient & multiplier

tous ses coeflicients par c.

5.3.2 Racine d’un polynéme

DEFINITION §.13

(i) Soient P € C[X]etx € C. Alors P(z) € C est appelée 1'évaluation de P en x et est obtenue
en remplacant X dans P par x.
(i)  Une racine complexe d’un polynéme P est un nombre o € C tel que P(«) = 0. On dit racine

réelle si o € R.

|\ J

Pour résoudre une équation polynomiale, il suffit de trouver les racines du polyndme associé. L’existence d’au moins

une racine est assurée par le résultat suivant :

THEOREME 5.14: (THEOREME FONDAMENTAL DE L'ALGEBRE)

Tout polyndme a coefficients complexes de degré > 1 admet au moins une racine a € C.

@5} DEMONSTRATION  Ce résultat est admis sans démonstration dans le cadre de ce cours.

A REMARQUE  Ce résultat n’est pas valide dans R. En effet, I’équation P(x) = 22 +1 > 0 n’a pas de solution

réelle, mais admet bien les solutions o = 4% dans C.
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5.3.3 Factorisation des polynomes de degré 2 sur C

La méthode pour factoriser un polyndme de degré 2 a coefficients complexes est exactement la méme que celle pour
ceux a coefficients réels, a un détail pres : alors que la racine carrée d’un discriminant strictement négatif n’existe pas

dans R, la racine carrée d’un discriminant complexe existe toujours dans C.

Soit P = aX? + bX + ¢ € C[X] un polyndme 2 coefficients complexes avec a # 0. On calcule le discriminant du
polynome :
A =b*—4dac € C.

Dans R, il faudrait maintenant regarder le signe de A pour savoir si oui ou non il y a des racines. Dans C, il y en a

toujours. Les racines complexes du polynéme P sont

_cbvA L b-VA

z21 Z9 =
2a 2a

Le polyndme P admet alors la factorisation suivante :

P=a(X —z)(X — z2).

On invite le lecteur a vérifier ces affirmations. Il faut aussi noter que bien que la racine carrée de tout nombre complexe

existe, elle n’est pas toujours facile a calculer. Pour cela, il faudra passer a la forme exponentielle dudit nombre complexe.

EXEMPLE

Prenons P = X2 + i. Le discriminant est A = 0 — 4i = —4i = 4. On obtient

VA = A = (—4i)} = (4e75)% = 27T = V2 iV2.

P=(X—-e%) (X +e'%).

Pour les polyndmes de degrés supérieurs a 2, la résolution par calcul de racine carrée n’est pas un probleme facile. La
résolution des équations polynomiales par radicaux, nom donné a cette méthode, n’est pas généralisable au-dela du

degré 4. Ce résultat est dii 2 Evariste Galois, mathématicien francais du début du XIXe siecle.
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5.3.4 Division euclidienne des polynomes

On a vu que I’on ne peut pas diviser un polyndome par un autre. Pour contourner ce probléme, nous nous dotons d’un

nouvel outil : la division euclidienne des polynomes.

THEOREME 5.15: (D1VISION EUCLIDIENNE)

Soient A, B € C[X] (resp. a coeflicients réels) de degrés respectifs n et m. Si 0 < m < n, alors il existe une

unique décomposition
A=BQ+R

ol @, R € C[X] (resp. a coefficients réels) tels que deg(R) < m = deg(B).

DEFINITION 5.16

Soient A, B, @, R € C[X] tels que A = BQ + R. On dit que @ est le quotient de la division euclidienne de A

par B, et que R est le reste de la division euclidienne de A par B.

& REMARQUE
(i) Sim =0, alors deg(R) = —o0, ce qui implique que R = 0. De plus, on peut noter que A = A -1+ 0.

(ii)  Le degré de @ est forcément deg(Q) = deg(A) — deg(B). Pourquoi?
(iii)  Si R =0, on dit que B divise A dans C[X];

EXEMPLE

Soient A = X3 —let B = X2+ 1. Alors
A = X(X*+1D)+(-X-1) = XB+(-X-1).

Comme deg(—X —1) =1 < 2,onaque @ = X et R = —X — 1 sont respectivement le quotient et le reste de

la division euclidienne de A par B.

@5 DEMONSTRATION (DIVISION EUCLIDIENNE)

Nous démontrons séparément I’existence et I’unicité de la décomposition.

o Existence.
Nous raisonnons par récurrence forte sur n = deg(A) > 0.
o Etape initiale.

Sin =0, alors
0 = deg(A) > deg(B) > 0.

Ainsi, A et B sont des polynémes constants non nuls. 1 suffit de prendre Q = A/B et R = 0.
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e Récursion.
Soit n > 1. Supposons le résultat établi pour tout polyndme de degré strictement inférieur a n, et écrivons
A=a, X"+ -, B=b,X"+--,
ot a,, # 0, b, # 0 et m < n. Posons
an n—m
leiX et RliAfBQl.
bm
Les termes de degré n s’annulent, donc Ry = 0 ou deg(R;) < n.

Si R; = 0 oudeg(Ry) < m, la décomposition A = BQ; + R; convient déja. Sinon,
m < deg(R;) < n.
L’ hypothése de récurrence appliquée a2 Ry donne alors des polyndmes Q' et R’ tels que
Ri=BQ +R et  deg(R)<m.
Par conséquent,
A = BQi+R = BQ+BQ+R = B +Q)+R.
11 suffit donc de prendre Q = Q1 + Q' et R = R'.

Par récurrence forte, la décomposition existe pour tout n € N.
e Unicité.
Supposons que A posseéde deux décompositions
A= BQ:1+ Ri = BQ2 + Ry,
ol deg(R1) < m et deg(R2) < m. On obtient
B(Q1 — Q2) = R2 — Ry.
Si Q1 — @4 était non nul, alors
deg(B(Q1 — Q2)) = m + deg(Q1 — Q2) = m,

tandis que

deg(Ry — Ry) < max(deg(R1),deg(R2)) < m,

ce qui est impossible. Ainsi, Q1 = ()2, puis 1’égalité précédente donne R; = R». La décomposition est donc unique.



COROLLAIRE 5.17

Soient P € C[X] et o € C une racine de P. Alors P se factorise par (X — «) : il existe S € C[X] tel que

P=(X—-a)S et deg(S)=deg(P)—1.

@5 DEMONSTRATION  En vertu de la pivision EucLIDIENNE des polyndmes, il existe R, S € C[X] tels que
deg(R) < let
P = (X-a)S+R.

Comme deg(R) < 1, on sait que R est une constante éventuellement nulle. On évalue maintenant P en « :
0 = Pla) = (a—a)S(a) + R(a) = R(«).
Donc R(a)) = 0. Et comme R est une constante, R s’écrit : R = a € C. On obtient alors 0 = R(«) = a = R.

COROLLAIRE 5.18

SiP=a,X"+- - +ap € C[X]avecn > 1,il existe aq, ..., a, € C tels que
PX)=ap(X —a1) (X — an).

On dit que I’on a factorisé P sur C En particulier, P admet au plus n racines distinctes dans C.

@E DEMONSTRATION La preuve se fait par récurrence sur n = deg(P) en utilisant le COROLLAIRE 5.17 (voir

EXERCICE 5.19).
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ExXEMPLE

Factorisons le polyndme P = X3 +2X?2 + 2X + 1 sur C. On voit que P(—1) = 0, donc
P=(X+1)Q
ot  est de la forme aX? + bX + c. Par identification des coefficients aprés développement, on obtient
P=(X+1)(X?*+X+1).

Le discriminant de X2 + X + lest A = 12 — 4 = —3. Comme /A = i\/3, les racines de X2 + X + 1 sont

“14+a8 o —1-iVB

zZ1 = 9 z9 B =Zz1.

Ainsi, P se factorise comme suit :
P=X-1DX-2)X-7) = (X+1) (X_ #) (X_ —1—21‘\/?7) ‘

Les solutions de 1’équation polynomiale P(X) = 0 sont 1, z1, Z7.

Dans I’exemple précédent, nous avons eu de la chance en trouvant rapidement une racine de P, permettant de trouver
facilement un polyndme qui divise P. Il existe toutefois une méthode plus générale qui reprend exactement 1’idée de la

division d’entiers apprise a la petite école. Illustrons la démarche a 1’aide d’un exemple :

EXEMPLE

Divisons le polyndme A = 2X* + X2 + 3 par le polynéme B = X2 — 2

2X* + X + 3 X2 - 2
— 2X* 4+ 4Xx? 2X? + 5
5X2 + 3
- 5X?2 + 10

13

On commence par diviser le terme dominant de A par celui de B. Le quotient obtenu est 2.X 2, qui devient le
premier terme du quotient. On multiplie alors B par 2X? et on soustrait le résultat au polynome initial, ce qui

élimine le terme en X*?.

On recommence ensuite avec le polyndome obtenu, 5X 2 + 3. La division de son terme dominant par celui de B

donne cette fois 5, que ’on ajoute au quotient. En soustrayant 55 au polynome intermédiaire, il ne reste que 13.

Comme 13 est un polyndme de degré strictement plus petit que celui de B, il constitue le reste de la division. On
obtient donc :
2X'+ X% +3 = (X?-2)(2X%+5) + 13.
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5.3.5 Factorisation d’un polynome a coefficients réels

On a vu que les polyndmes a coefficients réels ne pouvaient pas forcément se factoriser en produit de polyndmes de

degré 1 a coefficients réels. Par exemple :

X2 4+1=(X—i)(X+1i)

n’est pas un produit de polyndmes a coefficients réels de degré 1.

THEOREME 5.19

Soit P(X) = apn X™ + -+ - 4+ ag € R[X] de degré n > 1.

(i)  Si « est une racine complexe de P, alors & est aussi une racine de P.

(ii) P aau plus n racines réelles et P peut se décomposer sur R comme suit :
P(X)=an(X —a1)...(X —ox)Q1...Qy,

ol a,...,ap € RetQq,...,Q; € R[X] sont des polyndmes de degré 2 qui n’ont pas de

racine réelle.

@5 DEMONSTRATION

@)

(i)

11 suffit d’observer que P(«) = P(@). Comme P(«) = 0, on conclut que P(a@) = 0, et donc que @ est une

racine de P.

Nous allons esquisser un plan de la preuve. Les détails sont laissés en exercice (voir EXERCICE 5.20). Tout

d’abord, en vertu du COROLLAIRE 5.18, on écrit :
P=a,(X —a1) (X —ap)(X —z1) - (X — 2zp),
ota; € Retz; € C\R.
Maintenant, on utilise le point (i) pour montrer que, quitte a renuméroter les racines,
(X =21) (X —2) = (X —=2)(X =71) - (X = 2)(X - 7)),

L

avec j = 5.

Enfin, si z € C \ R, on observe que :
(X -2)(X-2)=X>—(2+2)X + 22 = X? - 2Re(2) X + |2* € R[X],

qui est un polyndme de degré 2 n’ayant pas de racine réelle. La conclusion est une conséquence immédiate de

ces trois observations.
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5.4 Exercices

Nombres complexes et géométrie

Exercice 5.1  Les questions ci-dessous sont indépendantes.

(a)  Déterminer I’ensemble des points M du plan dont I’affixe z vérifie zz = 4;

(b)  On considere le point A d’affixe z4 = (2 + 3i). Déterminer 1’ensemble des points M d’affixe z tels

que |z — z4| = 5.

Réponse :  (a) {M | |z| = 2}, c’est-a-dire les points M du plan qui appartiennent au cercle de centre
(0,0) etderayon R = 2. (b) {M | |z — za| = 5}, c’est-a-dire les points M du plan qui appartiennent au
cercle de centre (2, 3) et de rayon R = 5.

Exercice 5.2 (Examen 2012)  Soit f la transformation du plan complexe qui & M d’affixe z associe M’ = f(M)
d’affixe 2’ tel que :

7 =az+3i, acC.

(a)  Montrer que si a = 2, f est une homothétie et déterminer le centre et le rapport de f;

(b)  Montrer que si a = —i, f est une rotation et déterminer le centre et I’angle de f.

Exercice 5.3  Donner I’écriture complexe des transformations suivantes :

(a) La translation de vecteur @ de coordonnées (1,2);
(b)  L’homothétie de centre A de coordonnées (—1, 1) et de rapport —3;

(c) Larotation de centre B d’affixe 2 — 41 et d’angle g

ExEercice 5.4 (Démonstration du THEOREME 5.6)  Démontrer les propriétés suivantes :

(a)  Les rotations et les translations préservent les distances (ce sont des isométries).
(b) L'image d’une droite par une translation, une rotation ou une homothétie est une droite.

(e)  Plus généralement, les translations, les rotations et les homothéties de rapport positif préservent les
angles orientés. Si le rapport d’une homothétie est négatif, elle transforme un angle orienté en son

opposé.

ExEercice 5.5 (Démonstration du THEOREME 5.8)  Démontrer les propriétés suivantes :

(a)  Les rotations et les homothéties sont des similitudes.

(b) L’image d’une droite par une similitude est une droite.

(c) Limage de deux droites paralleles par une translation ou une similitude sont deux droites paralleles.

(d) Limage de deux droites perpendiculaires par une translation ou une similitude sont deux droites
perpendiculaires.

(e)  Plus généralement, les translations et les similitudes de rapport positif préservent les angles orientés.

Si le rapport de la similitude est négatif, elle transforme un angle orienté en son opposé.



Exercice 5.6 Montrer que 1’image d’un cercle par une rotation est un cercle dont on déterminera a chaque fois le

rayon et le centre.

ExEercice 5.7
(a) Soientzy =4+ 4ietzy =4 — 44, Ecrire z; et z5 sous forme algébrique et exponentielle ;
(b)  Soit le nombre complexe 4¢’5 . Donner sa forme algébrique ;

(c) Soient K, L, M les points du plan d’affixes respectives :
cx=4+4i; zp=4—4i; zy=2+2iV3.

Montrer que le triangle K LM est rectangle.

Exercice 5.8  On considére la translation ¢ de vecteur w et d’affixe ¢ = 2 + ¢, I’homothétie h de centre A d’affixe

3
a = 2 + 41 et de rapport —5 ainsi que la rotation r de centre B d’affixe b = 1 — ¢ et d’angle g
Soit M le point d’affixe z.
(a)  Soit M; le point d’affixe 21, I'image de M par t. Donner 1’expression de z; en fonction de z. En
déduire 1’ affixe du vecteur M M ;

(b)  Soit M le point d’affixe z5, I’'image de M par h. Donner 1’expression de z5 en fonction de z. En

_\ _\
déduire une expression du vecteur AM> en fonction du vecteur AM ;

—-b
(c)  Soit M3 le point d’affixe z3, I'image de M par r. Déterminer le module et I’argument de Zgib En

M“ et (BM, BMB).
(d)  Déterminer I’image du point O d’affixe O par h, ¢t et r.

déduire

Exercice 5.9 (Examen 2011)  Soit ABC un triangle quelconque (en sens direct). On notera a (resp. b, ¢) I’affixe de A
(resp. B, C). On construit les points A’ (resp. B’ et C”) extérieurement a ABC' tels que le triangle BC' A’ (resp. C AB’
et ABC") soit rectangle isocele en A’ (resp. B’ et C'). On notera a’, b’ et ¢’ les affixes de A’, B' et C'.

(a)  En choisissant judicieusement une rotation dont on donnera le centre et I’angle, montrer que :
b—1c
/
a = -.
1—1

En déduire que a’ — a = i(c' = V');
(b)  Endéduireque (AA’) L (B'C")et AA’ = B'C’, puisque (AA’), (BB’) et (CC") sont concourantes.

ExEgrcick 5.10

Partie A. Soit O le centre d’un cercle passant par deux points A et B. M est un point du cercle, distinct de A et B.

Soit M’ le point diamétralement opposé a M.
(a)  Quelle est la nature du triangle AOM ? En déduire que :
2 (J\WL J\TO) = (@\17 W) (mod 27);
(b)  Evaluer de la méme maniére 2 (]\J—B\ , ]\TO\) ;
(¢)  En déduire que 2 (MZ,J\?E) = (OQA, (ﬁ) (mod 27);
(d)  A-t-on (m, ]\TB) =1 (54, O?) (mod 27) ? Justifier la réponse.



Partie B. On dit que quatre points A, B, C' et D sont cocycliques s’il existe un cercle C tel que A, B,C, D € C.

(a) Montrer que A, B, C, D sont cocycliques si et seulement si D est un point du cercle circonscrit au
triangle ABC.

(b)  Montrer que A, B, C, D sont cocycliques si et seulement si

(ﬁ,zTC’) = (D?,D?’) (mod 7).

Exgercice 5.11  Dans le plan orienté identifié a C, on considere un carré direct ABC' D de centre O. Soit I le milieu
de [C'D] et on construit le carré direct DI JK.

(a)  Faire une figure en choisissant AB = 6.
(b)  On considere la similitude .S de centre D qui transforme A en B.
(i)  Déterminer les éléments caractéristiques de S, c’est-a-dire I’angle et le rapport.
(i()  Déterminer I'image du point [ par la similitude S.
(c) (@)  Soit C le cercle circonscrit au carré ABCD et E le point d’intersection des droites

(AI) et (BJ). Montrer que E appartient a C. (Indication : on pourra utiliser I’exercice

précédent.)

(ii)  Montrer que les droites (ED) et (B.J) sont orthogonales.

Polynomes

ExEercice 5.12 (Démonstration de la proposITION 5.11)  Soient P, @), R € C[X]. Montrer que :
() P+ Q=@ + P (commutativité) ;
() P+ (Q+R)=(P+Q)+ R (associativité) ;
(¢) P+ 0= P (élément neutre);
(d) P+ (=P) = 0(opposé);
(e)  deg(P+ Q) < max (deg(P),deg(Q)):
() siP,Q € R[X], alors P+ Q € R[X].

Exercice 5.13 (Démonstration de la proposITION 5.12)  Soient P, Q, R € C[X], montrer que :
(a) PQ = QP (commutativité);
(b) P(QR) = (PQ)R (associativité) ;
(¢) 1-P = P (élément neutre);
d 0-P=0;
(e)  deg(PQ) = deg(P) + deg(Q);
() siP,Q € R[X],alors PQ € R[X];
(g P(Q+ R)=PQ + PR (distributivité).

Exgrcice 5.14 (Examen 2010) Dans I’ensemble C des nombres complexes, ¢ désigne le nombre de module 1 et

’ s
d’argument 7.



(a)  Montrer que (1 + )5 = —8i;
(b)  En déduire une racine du polyndme P = X3 + 8i;
(¢)  On considere le point A d’affixe 27 et la rotation r de centre O (d’affixe 0) et d’angle 2?”
(i)  Déterminer I’affixe b du point B, image de A par r, ainsi que 1’affixe ¢ du point C, image
de B par r;

(ii))  Montrer que b et c sont aussi des racines de P;

(iii)  En déduire une factorisation de P sur C;
(d)  Dans le plan rapporté a un repére orthonormé, représenter les points A, B et C';

(e)  Quelle est la nature du triangle formé par les racines du polyndme P ? (Justifier)

Exercice 5.15 (Pentagone régulier) Dans le plan complexe, on considere le pentagone régulier standard, dont les

sommets sont les racines cinquiemes de 1’unité :
9 _
LéE=e3, 8, 8=¢72¢=¢1=C

(a)  Montrerque 1+ &+ &2+ &34+ ¢4 =0;

(b)  Montrer que les sommets autres que 1 du pentagone sont toutes les racines du polynome
PX)=X*"+ X+ X+ X +1,

c’est-a-dire que
P(X) = (X - (X - €)X - &)(X - ¢&);

() Soienta=¢+EletB=E24¢2
(i)  Montrer que « et 3 sont les racines du polyndme X2 + X — 1;
(ii)  Calculer o + B et af3;
2 4

(i) En déduire les valeurs de cos < et de cos - ;

n trace le cercle C de centre d’affixe — 1 passant par le point d’affixe £.
d)  Ontracel le C de centre d’affixe —1 p t par le point d’affixe %
(i)  Ecrire I’équation de C en termes d’affixes ;
(ii)  Montrer que C coupe I’axe des réels aux points d’affixe 5 et g ;

(iii)  En déduire une construction du pentagone régulier a la régle et au compas.

EXERCICE 5.16
(a)  Effectuer la division euclidienne du polyndme P par le polyndme ) dans les cas suivants :
(i) P=2X3+5X2-X—-6etQ=X—1;
(i) P=2X*+X?+3etQ=X%2-2;
(iii) P=X*—X342X?’-X+1letQ=X2+1.
(b) Dans le cas ou le reste de cette division est nul, donner les factorisations et les racines de ces poly-

nomes sur C et R.

Réponse: 1(a) P(X) = (2X2+7X+6)Q(X); 1(b)P(X)=(2X?+5)Q(X)+13; 1(c) P(X) =
(X2 — X +1)Q(X).



Exercice 5.17  Montrer que si P € R[X] est de degré impair n > 0, alors P admet au moins une racine réelle.

Exercice 5.18 Décomposer les polyndmes suivants dans R et dans C :

P(X)=X*+iX -2, QX)=X2+V3X+1, R(X)=X*+4X%+3.

Exercice 5.19 (Démonstration du COROLLAIRE 5.18)  Soit P = a, X™ + - - - + ag € C[X] de degré n > 1. Montrer

qu'il existe a1, . .., ay € Ctels que

Exercice 5.20 (Démonstration du THEOREME 5.19)  Démontrer la deuxiéme partie de ce théoréme :
Soit P(X) = ap, X" 4 --- 4+ ag € R[X] de degré n > 1.

(a)  Si « estune racine complexe de P, alors & est aussi une racine de P.

(b) P aau plus n racines réelles et P peut se décomposer sur R comme suit :
P(X)=an(X —o1) (X —ap)Q1- - Qi

ol ap,...,ar € RetQq,...,Q; € R[X] sont des polyndmes de degré 2 sans racine réelle.

Exercice 5.21 (Examen 2012)  Soit P € C[X] le polyndme défini par
P=X3—(6+2)X%+ (12 + 12i) X — 24i.

(a)  Montrer que 2¢ est une racine de P;
(b)  Montrer qu’il existe @ € R[X] de degré 2 tel que P = (X — 29)Q;

(c)  Résoudre, dans I’ensemble C, I’équation suivante :
23 — (6 +2i)2% + (124 12i)z — 24i = 0.

On en donnera les solutions sous forme algébrique.
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Chapitre 6

Arithmétique

6.1 Arithmétique dans Z

Les nombres entiers furent étudiés depuis la nuit des temps. Vers le Ille siecle, le
mathématicien grec Diophante d’Alexandrie proposa dans son traité d’arithmétique

une méthode pour répondre a la question suivante :

On considere I’équation
6x + 9y = 12.

Admet-elle des solutions entieres ? Si oui, lesquelles ?

Diophante d’Alexandrie
De maniére générale on cherche a calculer les solutions entiéres x,y € Z de [’équation linéaire du premier ordre :
ax+by=c¢, a,bceZ

Nous allons expliquer dans ce qui suit comment résoudre ce probléme, tout en posant les bases de ce qu’on appelle
Parithmétique, c’est-a-dire, la « science des nombres ». Pour ce faire, il va nous falloir développer une notion de
division d’entiers dont le résultat est entier. Puis, en se servant de cette notion, nous allons étudier les conditions sous

lesquelles cette équation admet au moins une solution et enfin nous allons apprendre a calculer ces solutions.

6.1.1 La division euclidienne

Comment savoir si une proportion est enti¢re ou non ?

ExeEmMPLE: (LA DIVISION DE 46 PAR 7)

Est-il possible de séparer 46 étudiants dans 7 classes différentes contenant le méme nombre d’étudiants ? Nous

savons que le résultat de la division de 46 par 7 n’est pas entier, mais comment exprimer ce fait en n’utilisant que
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des nombres entiers ? On peut observer que 42 est divisible par 7 avec quotient 6, et qu’il reste alors 46 — 42 = 4.

On peut donc écrire

46 = 7439 o Mo Mo WMo Mo Mo Mo REEERERRRH
= 2-T+32 |, [leo |[eo ||eo ||oo |loe |[ee | 232282222828225¢
5
5
5
— 6 . 7_"_4 200 00 Q00 000 00 00 Q00

900 000 000 000 000 000 000 0000

On dit que le quotient de la division euclidienne de 46 par 7 est 6, et que le reste est 4.

Ce procédé fonctionne de maniere générale de la facon suivante :

THEOREME 6.1: (DIVISION EUCLIDIENNE)

Soient a, b € N avec b #£ 0. Alors il existe ¢, 7 € N avec 0 < r < b tels que
a = bg+r.

Les nombres g et r sont déterminés de maniere unique par ces conditions. Le nombre g est appelé le quotient de

la division euclidienne de a par b, et r en est le reste.

@5 DEMONSTRATION  C’est un énoncé du type « existence » (il faut montrer que g et r existent) et « unicité »

(il faut montrer que g et r sont uniques). Les deux démonstrations se font séparément.
Existence :  Nous démontrons 1’existence de ¢ et r par récurrence sur a (b étant fixé).

o Ktape initiale.

Si @ = 0, nous pouvons prendre ¢ = = 0 et on a bien 0 < r < b, puisque b > 1.

e Récursion.

Hypothése de récurrence : Supposons que a = bg+r avec 0 < r < b pour un certain a > 0.

Prouvons maintenant I’existence de ¢’ et 7’ tels que a + 1 = bq’ + 7" avec 0 < v’ < b.

Par hypothese de récurrence, nous avons :
a+1 = bg+r + 1
Dansle casoui 7+ 1 < b, remarquons que si ¢’ = getr’ = r—+1,nous avons a+1 = bqg' +1" avec 0 < v’ < b.
Sil’onn’apasr + 1 < b, on doit avoir r + 1 > b; mais comme r < b, la seule possibilité est r + 1 = b, d’ou
a+1 = bg+r+1 = bg+b = blg+1).
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Onabiena+1=0bq + 1" avecr’ =0 < betq = g+ 1. Ceci achéve la preuve de 1’existence.

Unicité :  Supposons que a admette deux écritures
a = bg+rr = bga+r,
avec 0 < 71 < bet0 < 72 < b. Montrons que ces deux écritures sont nécessairement identiques.
e Les quotients sont égaux.
Puisque 0 < r; < bet0 < ry < b, ladifférence des deux restes vérifie
—b<ri—ry < b,

et donc
|T1 77‘2| < b.

D’autre part, 1’égalité des deux écritures de a donne
bgr +11 = bz +r2 = b1 —q2) = r2—11.
En prenant les valeurs absolues, nous obtenons
blgg —qa] = |ra—m| < b
Comme b > 0, nous pouvons diviser par b et conclure que

ln —q2 < 1.

Or g1 — ¢o est un entier. Sa valeur absolue est donc un entier naturel strictement inférieur a 1 ; elle vaut néces-
sairement 0. Ainsi,

Q= Q2.
e Les restes sont égaux.
En remplacant g5 par g; dans 1’égalité des deux écritures de a, nous obtenons

bgi +r1 =bg1 +1r9 — 11 =r19.

Les deux écritures ont donc le méme quotient et le méme reste. Ceci prouve 1’unicité.

A REMARQUE  La division euclidienne peut aussi se formuler ainsi :

Soient a,b € Z avec b # 0. Alors il existe ¢, € Z avec 0 < r < |b] tels que
a = bg+r.

Les nombres ¢ et r sont déterminés de maniere unique par ces conditions.
La preuve de cet énoncé est trés similaire & celui que nous venons juste de prouver : on procéde par récurrence sur |al. Il
faut toutefois faire attention et procéder a la preuve par récurrence dans chacun des cas suivants : ¢ < 0 (en se ramenant

dea-laa)eta > 0.



6.1.2 Divisibilité dans Z

DEFINITION 6.2

Soient d,n € Z, ot d # 0. On dit que d divise n (dans Z), et on note d|n, s’il existe ¢ € Z tel que n = dq. Dans

ce cas, on dit que d est un diviseur de n, et n un multiple de d. On notera d t n si d ne divise pas n.

EXEMPLE

Est-ce que 3 divise 10 ? En fait, 3 1 10; pourquoi ? On va raisonner par contradiction.Supposons que 3|10, alors il

existe ¢ € Z tel que 10 = 3¢. Or 10 = 3-3 4 1 donc 3¢ = 3 -3+ 1. Donc 1 est le reste de la division euclidienne

de 3¢ par 3, ce qui est une contradiction car 3|3gq.

11 est important de noter que cette notion de divisibilité ne fait pas appel a I’existence des nombres rationnels : le

fait que votre calculatrice affiche que 10/3 = 3,333... n’explique pas pourquoi 3 ne divise pas 10 dans Z.
. J

A REMARQUE

(i) 1l faut bien comprendre que la divisibilit€ est un concept qui existe uniquement dans Z. La fraction § € Q est

une écriture symbolique construite pour décrire les nombres rationnels et n’a rien a voir avec la notation b|a.

(ii)  Avec le quantificateur 3, qui signifie « il existe » en francais, on peut réécrire la définition de divisibilité comme
suit: d,n € Z\ {0}, d|n < Jqe N, n=dqg.

(@ii)  On peut toujours se ramener aux entiers naturels. En effet, si d,n € Z sont non nuls, alors d divise n si et
seulement si |d| divise |n|. Ici |d| est la valeur absolue de d. On laisse en exercice au lecteur le fait de vérifier

cette affirmation. (Voir EXERCICE 6.4)

(iv)  Le seul diviseur entier naturel de 1 est 1, i.e., si k|1 et k > 1 alors k = 1. En effet, si k est un diviseur entier

naturel de 1 alors 1 = kp avec p € N*; donc k < 1.

(v)  Soientd,n € N*, alors d divise n si et seulement si le reste de la division euclidienne de n par d est 0. En effet,
il faut montrer une équivalence, c’est-a-dire qu’il faut montrer deux implications : supposons que d|n, alors il
existe ¢ € Z tel que n = dq = dq + 0. Donc par unicité du quotient et du reste dans la division euclidienne, le

reste est 0; la réciproque, c’est-a-dire I’implication inverse, se montre avec les mémes arguments.

EXEMPLE

1. 3|12, car 12 = 3 - 4.

2. Est-ce que —7 divise 147 ? La réponse est oui, car la division euclidienne de 147 par 7 donne
147 =7-21+0.

Donc 147 = (—7) - (=21), d’ob —7|147.
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PRrROPOSITION 6.3

La divisibilité vérifie les propriétés suivantes : soient n, m, p des entiers non nuls,
(i) 1let—1divisent n;
(ii) n|n (réflexivité);
(iii)  n|lm A m|p=> n|p (transitivité);
(iv)  pln = plnm;
) pln A plm = pln +metpln — m;

(vi)  plus généralement : pjn A p|m = p|lan + bm pour tous a, b € Z.

@5 DEMONSTRATION
(i) 1ln,carn =1-n.De méme, —1|n,carn = (—1) - (—n).
(i)  mnn,carn=n-1.
(iii)  Ona
nlm A mlp = 3¢,¢d €Z, m=ng A p=mq
= p=(ng)d =nlqeq)
= nlp, carqq € Z.

Le reste de la preuve est laissé en exercice. (Voir EXERCICE 6.5)

6.1.3 Multiples et idéaux

Au lieu de parler de division dans Z, nous pourrions parler de 1’étude des multiples de nombres entiers. En effet, soit

n € Z et notons ’ensemble des multiples de n par :
nZ = {kn|k € Z}

(aussi parfois noté (n) dans d’autres ouvrages). Il est alors clair que « n divise m si et seulement si m est un multiple
den»:

mim <= menL < mZCnZ.

EXEMPLE

1. 0Z = {0};
2. 12 =7;
3.2Z={2k|keZ}={..,-6,—4,-2,0,2,4,6,...}. C’est 'ensemble des nombres pairs. L’ensemble

des nombres impairs s’écrit 27, + 1.

|\ J

On remarque facilement que la somme de deux multiples de n est un multiple de n et que le produit d’un multiple

de n avec un entier quelconque est a nouveau un multiple de n. Cependant, ces propriétés ne sont pas propres qu’aux
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ensembles de multiples. En effet, ’ensemble {6a + 4b|a,b € Z} par exemple posséde lui aussi ces propriétés; il est

intéressant de remarquer que si nous notons
6Z+4Z = {6a+4b|a,becZ},

alors
6Z +47 = 27.

On peut donc en déduire que pour que 1’équation 6z + 4y = c admette au moins une solution, il est nécessaire (et
suffisant ?) que c¢ soit un multiple de 2, i.e. ¢ € 2Z. L’étude des multiples va nous amener a donner une condition

nécessaire et suffisante sur ¢ pour que I’équation ax + by = c ait une solution.

Faisons maintenant un premier pas en algébre en regardant tous les sous-ensembles de Z qui ont les mémes propriétés

que les ensembles de multiples.

DEFINITION 6.4: (IDEAL)

Un sous-ensemble non vide I C Z est un idéal de 7. si pour toute paire d’entiers n,m € Z on a
iH nmel=n+mel,
(ii) mel=nmel.

On remarque que 0 € I, carsin € I, alors par (i) : —n = —1-n € I;etdonc par (i) : 0 =n+ (—n) € I.

|\ J

EXEMPLE

1. I ={6a+4b|a,b € Z} est un idéal (EXERCICE 6.6);

2. 1€l <= I =7 (EXERCICE 6.6);

3. L'ensemble des nombres impairs n’est pas un idéal, car la somme de deux nombres impairs est paire ; de
plus, 0 n’est pas un nombre impair. On rappelle qu'un entier n est impair s’il peut s’écrire n = 2k + 1, avec
keZ.

Ve
.

La notion d’idéal dans le contexte des anneaux est du ressort d’un cours d’algebre, elle y sera fondamentale. Dans Z,

les multiples et les idéaux sont intimement liés comme le montre la proposition suivante :

ProPosITION 6.5

Soit I un idéal de Z. Alors il existe n € Z tel que I = nZ. En fait, on peut toujours prendre n € N.

25 DEMONSTRATION
e Cas trivial.

Si I = {0}, il suffit de prendre n = 0. Supposons désormais que I # {0}.

e Choix du générateur.
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Considérons 1’ensemble des éléments strictement positifs de I :
I = {zel|lxz>0}CN.

Cet ensemble est non vide. En effet, I contient un élément non nul z; si < 0, alors —x = (—1)x € I. Par la

propriété de bon ordre de N, ’ensemble I posséde donc un plus petit élément, que nous notons 7.

Montrons que

en établissant les deux inclusions.

e nZ C 1
Soit z € nZ. ll existe k € Z tel que x = kn. Puisque n € I et que I est un idéal, on obtient
r = knel

Ainsi, nZ C I.

o ] CnZ
Soit x € I. Comme I est un idéal, on a aussi |z| € I. Effectuons la division euclidienne de |z| par n :
|z] = ng+r, 0 <7 <n
Puisque |x| € I et ng € I, leur différence appartient a I :
r = |z]-ngel.

Sir > 0, alors r € I, ce qui contredit la minimalité de n puisque r < n. Par conséquent, = 0. Ainsi, n divise
||, donc aussi z, et

x € ni.
Nous avons donc I C nZ.

Les deux inclusions donnent finalement I = nZ.

COROLLAIRE 6.6

La somme de deux idéaux est un idéal. Autrement dit, soient n, m € Z, alors ’ensemble nZ + mZ = {nx +

my|x,y € Z} est un idéal.

@5 DEMONSTRATION D’apres la proposition précédente, tout idéal de Z est de la forme nZ. Soient donc

n, m € 7 et posons

S nZ+mZ = {nk+ml| k1l € Z}.
e S est non vide.
En effet,
0 = n-0+m-0€sS.
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e S est stable par addition.

Soient = nk + ml ety = nk/ + ml’ deux éléments de S. Alors
z+y = nk+E)+mi+1)es,

puisque k + k' et { + I’ sont des entiers.

e S est stable par multiplication par un entier.

Soientp € Zetx =nk+ml € S.Ona
pr = phk+ml) = n(pk)+m(pl)es,

puisque pk et pl sont des entiers.

Ainsi, S = nZ + mZ est un idéal de Z.

Idéaux et équations diophantiennes. Il existe un lien étroit entre 1’équation ax + by = ¢ qui nous intéresse depuis
le début de ce chapitre et les idéaux. Posons I = aZ + bZ = {ax + by | z,y € Z}, on a alors que I est un idéal. Donc
en vertu de la proposition ci-dessus, il existe n € N tel que I = nZ. On en déduit alors que 1’équation ax + by = ¢
admet au moins une solution si et seulement si ¢ € nZ c’est-a-dire si et seulement si n divise c. Il reste maintenant a

déterminer le n en question : c’est ’objet de la partie suivante.

6.1.4 Plus grand commun diviseur (PGCD)

Un diviseur commun a n et m est un entier d qui divise a la fois n et m. Comme 1’ensemble des diviseurs communs a
m et n est borné par |n| (ou |m| au choix), il existe un unique plus grand élément dans cet ensemble. C’est-a-dire qu’il

existe un plus grand commun diviseur a n et m.

DEFINITION 6.7

Soient n, m € Z, non tous deux nuls. Le plus grand commun diviseur de n et m est le plus grand entier naturel

qui divise n et m; on le note pged(n, m). En particulier, pged(n, 0) = |n|.

EXEMPLE

1. pged(n,m) = pged(m, n).

2. L’ensemble des diviseurs communs a 4 et 6 est
{£1,£2} ={-2,-1,1,2},

et pged(4,6) = 2.

3. pged(n,m) =n <= n | m (EXERCICE 0.9).
L )
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6.1.4.1 Algorithme d’Euclide : calcul du pgcd

Commencons par un probleme de carrelage.

ExXEMPLE: (LE CARRELAGE D’UN PLANCHER)

On veut recouvrir, sans découpe ni chevauchement, un plancher de dimensions 36 x 15 avec des tuiles carrées
identiques. Quelle est la plus grande longueur entiere possible pour leur coté ?
Placons successivement les plus grands carrés possibles. Deux carrés de coté 15 laissent un rectangle 6 x 15;

deux carrés de coté 6 y laissent un rectangle 6 x 3, que deux carrés de coté 3 recouvrent exactement.

5] | — EIlIs
= 6 % 6 6
15 15 x 15 15 x 15 :; — 15
6 X 6
>
36 6

Des tuiles de coté 3 recouvrent donc tout le plancher. On peut démontrer qu’aucune tuile carrée plus grande ne

convient. La plus grande tuile carrée possible a donc un c6té de longueur 3.
- J

A REMARQUE  Dans I'exemple précédent, les dimensions des rectangles successifs sont (36, 15), (15,6) et
(6,3). Si I’on pouvait démontrer que le passage d’un rectangle au reste non couvert ne change pas le PGCD de ses

dimensions, on obtiendrait
pgcd(36,15) = pged(15,6) = pged(6,3) = 3.

Nous aurions alors un algorithme pour calculer pged(36, 15). Le méme procédé pourrait ensuite étre appliqué a toute

paire d’entiers.

ProrosiTioN 6.8: (INVARIANCE DU PGCD PAR DIVISION EUCLIDIENNE)

Soient a, b € N* avec a > b, et écrivons la division euclidienne de a par b sous la forme

a=bq+r, 0<r<b.

Alors
pged(a,b) = pged(b, 7).

@5 DEMONSTRATION  Pour deux entiers z et 1, non tous deux nuls, notons

D(z,y) = {d cZ ’ dlz A d|y}
I’ensemble de leurs diviseurs communs. Montrons que D(a, b) = D(b, ) par double inclusion.
e D(a,b) CD(b,r)

Arithmétique Page 165/213 Arithmétique dans Z



Soit d € D(a,b). Alors d|a et d|b. Comme r = a — bg, on obtient
d|r.

Ainsi, d divise a la fois b et r, donc d € D(b, ).

e D(b,r) C D(a,b)
Soit d € D(b, r). Alors d|b et d|r. Comme a = bq + r, on obtient
d|a.
Ainsi, d divise a la fois a et b, donc d € D(a, b).

Par conséquent,
D(a,b) = D(b,r).

Ces deux ensembles ont donc le méme plus grand élément. Ainsi,

pged(a,b) = pged(d, 7).
]

La proposition précédente permet de remplacer le couple (a,b) par le couple (b,r), ot 7 est le reste de la division
euclidienne de a par b, sans changer leur PGCD. Si r # 0, nous pouvons recommencer en divisant b par r, puis répéter

le méme procédé avec les nouveaux restes. C’est précisément I’idée de 1’algorithme d’Euclide.

THEOREME 6.9: (ALGORITHME D’ EUCLIDE)

Soient a,b € N* avec a > b. Posons 7y = a et 1", = b, puis effectuons les divisions euclidiennes successives

suivantes :
To = q,-T1+T7Ty 0< T <y,
o = g -T2+T75 0< T3 < Ty,
Vs = Gy Ty =+ Ty 0< Iy € Uy
., = qy-T,+0.

Ce procédé s’arréte toujours apres un nombre fini d’étapes. Le dernier reste non nul est le PGCD de a et b :

pged(a,b) = T,

@5 DEMONSTRATION

e Terminaison.
A chaque division euclidienne, si le nouveau reste est non nul, alors
0< Ty <.

Les restes non nuls forment donc une suite strictement décroissante d’entiers naturels. Une telle suite ne peut pas étre

infinie. Le procédé€ atteint ainsi nécessairement un premier reste nul, que nous notons 7", = 0.
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o Résultat obtenu.

A chaque étape, la proposition précédente donne
pged(Ti-1,73) = pged(Ti, Tig1).
En appliquant successivement cette égalité, nous obtenons
pged(a,b) = pged(10,77) = -+ = pgad(T,,0) = T,.
Le dernier reste non nul est donc bien le PGCD de a et b.

EXEMPLE

Posons 7y = a = 12378 et I, = b = 3054. Appliquons successivement la division euclidienne :
12378 = 4-3054 + 162 = Ty =162,
3054 = 18-1624 138 = T3 =138,
162 = 1-138+4+24 = Ty =24,
138 = 5-24+18 == 5 = 18,
24 = 1-1846 = T6 =6,
18 = 3-640 == 7 =0.
Le dernier reste non nul est 75 = 6. Donc
pged(12378,3054) = 6.
Algorithme d’Euclide et équation diophantienne. Rappelons que nous cherchons la fagon de déterminer le n tel

que aZ+bZ = nZ. On va montrer que n = pged(a, b) et donc que I’équation ax + by = ¢ admet au moins une solution

si et seulement si pged(a, b) divise ¢!

6.1.4.2 Le théoréme de Bézout, premiére version

Nous allons maintenant énoncer un résultat surprenant : I’ensemble des multiples du pgcd de deux nombres est égal a

I’ensemble des sommes des multiples de ces deux nombres.

THEOREME 6.10

Soient n, m deux entiers non nuls, alors

pged(n,m)Z = nZ+mZ = {nk+ml|kleZ}.

Dans la démonstration du théoreéme ci-dessous, la notion d’idéal de Z, qui semble a priori étrangere a celle de diviseur,

joue un rdle de clarification.
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@5 DEMONSTRATION  Posons d = pged(n,m) et S = nZ + mZ.

e SCdZ

Soit z € S. Il existe k, ¢ € Z tels que x = nk + m¥. Puisque d divise n et m, il divise aussi toute combinaison de
ces deux nombres. Ainsi,
d|(nk +mfl) =z,

et donc x € dZ.

e Ecriture de S sous la forme pZ.

L’ensemble S est un idéal. La proprosiTIiON 6.5 assure donc qu’il existe p € N tel que
S = pZ.

Commen #0etn=mn-14+m-0 € .5, on anécessairement p #~ 0.

e p=d
Les entiers p et d sont tous deux strictement positifs. Comparons-les.

n =mnl+ m0 € pZ

m = n-0+ m-1 € pZ

p € pl =S8
S C dzZ

} = pnApm = p<d

} = pedZ = dp = d<p

Puisque S = pZ et p = d, nous obtenons finalement S = dZ.

Avant de continuer notre étude, nous allons donner une derniere caractérisation trés utile du pged.

COROLLAIRE 6.11

Soient n, m € Z deux entiers non nuls et d un diviseur commun positif de n et m. Les conditions suivantes sont

équivalentes :
(i) d=pged(n,m);

(ii)  tout diviseur commun de n et m divise d.

@5 DEMONSTRATION  Posons g = pgcd(n, m). Montrons séparément les deux implications.

o (ii) = (i)
Supposons que tout diviseur commun de n et m divise d. Puisque g est un diviseur commun, on a g|d. Les entiers g

et d étant positifs, il s’ensuit que
g < d.
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D’autre part, d est un diviseur commun de n et m. Par définition de leur plus grand commun diviseur,
d < g.
Ainsi, d = g = pged(n, m).
o (i) = (ii)
Supposons que d = pged(n, m). D’aprés le THEOREME 6.10, il existe k, £ € Z tels que
d = nk+mt.
Soit e un diviseur commun de n et m. Alors e divise toute combinaison de ces deux entiers ; en particulier,
el(nk +ml) =d.

Tout diviseur commun de n et m divise donc d.

6.1.5 Entiers premiers entre eux, théoremes de Bézout et lemme de Gauss

Comme nous avons a présent une condition nécessaire et suffisante nous assurant I’existence d’une solution pour I’équa-

tion ax + by = ¢, il ne reste plus qu’a établir une méthode afin de trouver cette solution, si elle existe. Pour ce faire,

nous devons introduire certaines propriétés importantes.

DEFINITION 6.12

Deux entiers non nuls sont dits premiers entre eux si leur pged est 1.

4 et 15 sont premiers entre eux, mais notons que 4 et 15 ont chacun d’autres diviseurs que 1.

CoroLLAIRE 6.13: (THEOREME DE BEzouT)

Deux entiers non nuls 7 et m sont premiers entre eux si et seulement s’il existe k, ¢ dans Z tels que nk +mé = 1.

‘25 DEMONSTRATION

(:>) Supposons que n et m sont premiers entre eux. Alors pged(n, m) = 1 etle THEOorREME 6.10 donne
Z = nZ+mZ.
En particulier, 1 € nZ + mZ. 1l existe donc k, ¢ € Z tels que
1 = nk+mdt.
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(<:) Supposons qu’il existe k, £ € Z tels que 1 = nk + md. Posons d = pged(n, m). Puisque d divise

n et m, il divise toute combinaison de ces deux entiers. Ainsi,
d| (nk+mf) =1.

Comme d est positif, on obtient d = 1. Les entiers n et m sont donc premiers entre eux.

EXEMPLE: (SUITE DE IEXEMPLE PRECEDENT)

L’identité
4-4415-(-1)=1

confirme, conformément au THEOREME DE BEzouT, que 4 et 15 sont premiers entre eux.

6.1.5.1 Récréation : \/2 n’est pas rationnel

Il est presque impensable d’énoncer le théoreme de Bézout sans évoquer cette propriété qui jeta le trouble dans I’école
pythagoricienne : les nombres ne peuvent pas tous s’exprimer comme rapport de nombres entiers, comme les mathé-
maticiens grecs de I’Antiquité le pensaient en premier lieu. Nous allons voir que le théoreme de Bézout se trouve au

coeur de la démonstration du corollaire qui suit.

COROLLAIRE 6.14

V24 Q.

‘%5 DEMONSTRATION

e Fait préliminaire.
Montrons par contraposée, pour tout a € Z,
2la*> = 2la. (%)
Si a n’est pas divisible par 2, alors a est impair. Il existe donc k € Z tel que a = 2k + 1, et
a®> = (2k+1)? = 2(2k* +2k)+1.

Ainsi, a? est lui aussi impair et n’est pas divisible par 2. La contraposition établit le fait annoncé.

e Réduction a une fraction irréductible grace a Bézout.

Supposons que v/2 € Q. Nous pouvons alors écrire

ol p, ¢ € N*. Posons d = pgcd(p, ¢), puis écrivons
p=dp et ¢g=dq.
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D’apres le THEOREME 6.10, il existe u, v € Z tels que pu + qu = d. En substituant les expressions de p et de ¢, puis
en divisant par d, on obtient

p'u+qv=1.

Le tHEOREME DE BEzouT montre alors que p’ et ¢’ sont premiers entre eux. Puisque

p dpf p
/7

g d¢ ¢

nous pouvons donc supposer, des le départ, que p et ¢ sont premiers entre eux.
e Raisonnement par contradiction.
En élevant 1’égalité V2 = % au carré, nous obtenons
2 = 24
Ainsi, 2| p2 et, d’aprés ( ), 2|p. Il existe donc b € N* tel que p = 2b. En substituant cette expression, on trouve
202 = p? = A = ¢ = 2%

Ainsi, 2|q? et, de nouveau par ( ), 2|q. Le nombre 2 divise donc a la fois p et g, ce qui contredit le fait qu’ils sont

premiers entre eux. Par conséquent,

V2 ¢ Q.

6.1.6 Résolution des équations diophantiennes linéaires ax + by = ¢

Bien entendu, comme dans le cas des problémes de division dans Z, on peut toujours se ramener au cas ou les entiers

considérés sont positifs, et nous ne nous en privons pas.

Nous revenons maintenant au probléme annoncé au début du chapitre : résoudre une équation diophantienne linéaire

du premier ordre.

Déterminer tous les couples (x, %) € Z? qui satisfont I’équation

ax + by = c, a,b,c €.

6.1.6.1 Le lemme de Gauss

Avant de résoudre I’équation, établissons un résultat de divisibilité qui nous permettra ensuite de décrire toutes ses

solutions.

LeMME 6.15: (LEMME DE GAuss)

Soient a, b, ¢ des entiers non nuls. Si a|bc et a et b sont premiers entre eux, alors a|c.



@5 DEMONSTRATION  Comme a est premier avec b, on obtient par le THEOREME DE BEzout que : 1 = ap+bq
avec p,q € Z. En multipliant par ¢, on obtient donc ¢ = acp + beg. D’autre part, a|bc donc il existe u € Z tel que

be = au. D’oll ¢ = acp + beq = acp + aug = a(cp + uq), ainsi alc.
|

A REMARQUE  Lénoncé ci-dessus est équivalent a : si a et b n’ont pas de diviseurs communs autre que 1 et

—1 et si a divise le produit be, alors tous les diviseurs de a sont aussi des diviseurs de c. En particulier, ac.

6.1.6.2 L’équation homogene ax + by = 0

Lorsque ¢ = 0, I’équation devient
ax + by = 0,

Posons d = pged(a,b), ' = % et = 5. En divisant par d, nous obtenons I’équation équivalente

!

axr= (_bl)ya

ol @’ et b sont premiers entre eux. Le LEMmME DE Gauss montre alors que a’ divise y et que b’ divise z. Il existe donc
k,{ € Z tels que
x="bk et y=adl.
En substituant ces expressions dans a’x = (—b')y, on obtient
a'b'k = —a'b's.

Comme a'b’ # 0, cette égalité entraine £ = —k. En remplagant a’ et b’ par § et g, nous concluons que toutes les

solutions sont données par
b

x:ak et y:—gk, keZ.

Réciproquement, une substitution directe montre que chacun de ces couples est bien une solution de ax + by = 0.

6.1.6.3 Condition d’existence

Le tHEOREME 6.10 permet de déterminer exactement a quelle condition 1’équation ax + by = ¢ admet des solutions

entieres — nous verrons qu’il en existe alors une infinité.

ProrosITION 6.16

Soient a,b,c € Z, avec a et b non tous deux nuls. L’équation ax + by = c admet des solutions entieres si et

seulement si pged(a, b)|c.

@5 DEMONSTRATION  Lorsque a et b sont non nuls, le THEOREME 6.10 donne aZ + bZ = pgcd(a, b)Z. Si

I’un des deux coefficients est nul, cette égalité découle directement de pged(n,0) = |n|. Ainsi, dans tous les cas,
ax + by = ¢ admet une solution entiere <= c€aZ+bZ <= c€ pged(a,b)Z.

Cette derniére condition équivaut a pged(a, b)|c.
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L’ équation 123782 + 3054y = 7 n’a pas de solution entiére, car pged(12378,3054) =61 7.

6.1.6.4 Le cas ou a et b sont premiers entre eux

Si a et b sont premiers entre eux, alors pged(a, b) = 1 et il existe donc au moins une solution a I’équation diophantienne
linéaire du premier ordre. Il faut commencer par trouver une solution particuliére a1’équation ax + by = 1, ¢’est-a-dire
x, y qui satisfont au THEOREME DE BEzouT, puis multiplier cette solution par c. Pour trouver une telle solution, il suffit

de « remonter » I’algorithme d’Euclide. Illustrons ceci par un exemple.

ExEMPLE: (REMONTER LALGORITHME D’ EUCLIDE)

L’équation 14z + 45y = 6 admet des solutions, puisque pged(14,45) = 1. Pour en trouver une, commengons par

chercher une solution particuliere de 14x + 45y = 1.

e Descente : ’algorithme d’Euclide.

Les divisions euclidiennes successives donnent

45 = 3-14+3,
14 = 4-3+2,
3 = 1-2+41,
2 = 2-1+40.

Le dernier reste non nul est 1; ainsi, pged(45, 14) = 1.

e Remontée : isoler puis substituer les restes.

Lisons maintenant les trois premieres divisions de bas en haut, en isolant chaque reste :
1 = 3-2
2 = 14-4-3
3 = 45-3-14.
En substituant successivement ces expressions, nous obtenons
1 = 3-2
= 3-(14-4.3)
= 5-3-14
= 5(46—3-14) —14
= 5-45-16-14.
Autrement dit,
1 = 14-(-16)+45-5.
Une solution particuliere de 14z + 45y = 1 est donc

(ivo, Yo) = (=16, 5)-

e Passage de 1 a 6.
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En multipliant I’identité précédente par 6, on trouve

6 = 14-(-96)+45-30.
Ainsi, (29, y0) = (=96, 30) est une solution particuliere de 14z + 45y = 6. Le théoréme qui suit montrera
que toutes les solutions sont

r=-96+45k et y=30—14k, ke Z.

\. J

THEOREME 6.17

Soient a, b, ¢ € Z, ol a et b sont non nuls et premiers entre eux, et soit (zg,yo) € Z2 une solution particuliere de

I’équation

ax + by = c.
Alors cette équation posséde une infinité de solutions. Plus précisément, un couple (x,y) € Z? est une solution
si et seulement s’il existe & € Z tel que

r = x0 + bk,

y = yo — ak.

@5 DEMONSTRATION Puisque pgcd(a, b) = 1, la proPosITION 6.16 garantit I’existence d’au moins une so-

lution particuliere.

(:>) Soit (z,y) € Z?* une solution. Comme (z¢, yo) est également une solution,

ar+by = axo+ by

== a(r — xo) b(yo — y)-

Ainsi, a|b(yg — y). Puisque a et b sont premiers entre eux, le LEMME DE Gauss donne

al(yo — y)-

Il existe donc k € Z tel que yg — y = ak, c’est-a-dire y = yo — ak. En reportant cette égalité dans

a(x — xo) = b(yo — y), nous obtenons
alx —x9) = abk.
Comme a # 0, nous pouvons simplifier par a; ainsi, x = x¢ + bk. Par conséquent,
T = x9 + bk,
y = yo — ak.
(<:) La vérification directe de la réciproque est facile et laissée en exercice. Voir I’EXERCICE 6.16.

Enfin, comme b # 0, les valeurs zy + bk sont distinctes lorsque k parcourt Z. L’équation posseéde donc une infinité de

solutions.
[ |

Arithmétique Page 174 /213 Arithmétique dans Z



6.1.6.5 Le cas général

Le cas général se ramene au précédent en divisant 1’équation par le pged de ses deux coeflicients.

THEOREME 6.18: (RESOLUTION GENERALE)

Soient a, b € Z deux entiers non nuls, ¢ € Z et d = pged(a, b). Léquation
axr+by=-c

admet des solutions entiéres si et seulement si d|c.
Lorsque cette condition est satisfaite, si (g, yo) est une solution particuliére, alors toutes les solutions sont don-
nées par

b
r=ux0+ =k et y =1y — =k, keZ.

a
d d

@5 DEMONSTRATION  La proposiTioN 6.16 montre que 1’équation admet une solution si et seulement si d|c.

Supposons cette condition satisfaite et posons

L’équation az + by = c est alors équivalente a
dr+by=<~,
ol a’ et b’ sont premiers entre eux. Le THEOREME 6.17 donne donc toutes ses solutions :
r=x0+bk et y=vyo—dk, k€ Z.

En remplacant a’ et b’ par leurs valeurs, on obtient la forme annoncée.

L’équation 282+90y = 12 a une infinité de solutions, car pged(28,90) = 2|12. L’équation réduite est 14x+45y =

6, que nous avons résolue dans I’exemple précédent. Les solutions sont donc

x = —96 + 45k et y = 30 — 14k, ke Z.

6.2 Nombres premiers

Malgré I’apparente simplicité de la définition des nombres premiers, ils fascinerent les mathématiciens durant les ages.

Explorons a notre tour les nombres premiers qui sont aux nombres relatifs ce que les briques sont aux murs.
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DEFINITION 6.19

Un nombre p € N est dit premier si p > 2 et si les seuls diviseurs de p sont 1 et p.

2,3,5,7,11 sont des nombres premiers, mais 4 n’en est pas un car 2|4.

THEOREME 6.20

Tout entier naturel supérieur ou égal a 2 est divisible par un nombre premier.

@5 DEMONSTRATION  Pour tout n > 2, notons P(n) la propriété

P(n): «nestdivisible par un nombre premier ».
Nous démontrons P(n) par récurrence forte.
o Etape initiale.

La propriété P(2) est vraie, puisque 2 est premier et se divise lui-méme.

e Récursion.

Soit n > 2. Supposons que P (k) soit vraie pour tout entier k tel que 2 < k < n, et montrons que P(n + 1) est vraie.

e Sin + 1 est premier, alors il se divise lui-méme. La propriété P(n + 1) est donc vraie.

e Sin + 1 n’est pas premier, alors il posséde un diviseur a tel que
2<a<n.

Par I’hypothése de récurrence, P(a) est vraie : il existe donc un nombre premier p qui divise a. Or, a divise n+ 1;

par transitivité, p divise n + 1. La propriété P(n + 1) est encore vraie.
Par récurrence forte, tout entier naturel n > 2 est divisible par un nombre premier.

Voici un probléme d’arithmétique qui est toujours « ouvert », ¢’est-a-dire qu’il n’y a pas de preuve pour cette conjecture

et qu’aucun contre-exemple n’a jamais été trouvé.

Tout entier pair strictement supérieur a 2 est la somme de deux nombres premiers.

Il y a encore a ce jour plusieurs autres probleémes ouverts concernant les nombres premiers. D’ailleurs, le Clay ma-

thematical institute offre un million de dollars pour la solution de certains de ces problémes (avis aux intéressés !). La
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question suivante, elle, fiit au contraire démontrée il y a trés longtemps par Euclide dans ses Eléments (vers 300 av.
J.-C.).

THEOREME 6.22: (EUCLIDE)

Il y a une infinité€ de nombres premiers.

@5 DEMONSTRATION  Raisonnons par contradiction.

e Hypothese absurde.

Supposons que 1’ensemble des nombres premiers soit fini. Nous pouvons alors tous les énumérer :
P, P2, Pk-

e Construction d’Euclide.

Formons le produit de tous ces nombres premiers, puis ajoutons 1 :
N = pip2-- Dk, M = N+1

Comme M > 2, le THEOREME PRECEDENT assure que M posséde un diviseur premier. Par notre hypothese, ce diviseur

doit étre ’'un des nombres de la liste; il existe donc un indice ¢ € {1,. .., k} tel que p;| M.

e Contradiction.

Puisque p; apparait dans le produit définissant IV, on a également p;| N. Par conséquent,
pi| (M —N)=1

Or, aucun nombre premier ne divise 1. Nous obtenons une contradiction.

L’ensemble des nombres premiers est donc infini.

6.2.1 Théoréme fondamental de I’arithmétique

Les nombres premiers jouent un role fondamental pour les nombres entiers : pour connaitre un entier il suffit de connaitre

sa décomposition en nombres premiers comme nous le montre le théoréme suivant.

THEOREME 6.23

Tout entier n > 2 est produit de nombres premiers. Plus précisément, n s’écrit

n.o = Ppip2--.-Pe,

ol py, ..., pe sont des nombres premiers déterminés de maniere unique (mais non nécessairement distincts).
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1620=2-2-3-3-3-3-5=22.3%.5.

A REMARQUE

(i) Lordre des facteurs n’a aucune importance. L'unicité signifie que deux décompositions de n contiennent exac-

tement les mémes facteurs premiers, avec les mémes multiplicités, a une permutation pres.

(ii)  En regroupant les facteurs premiers identiques et en les ordonnant, on obtient une écriture de la forme

_ (o3 (e% (o737
noo= pr'py’cppt
ou
pL<p2<---<Dpg et at,...,op € N,
Les nombres premiers p1, .. ., pi et leurs exposants «;, . . . , o sont alors déterminés de maniére unique.

Avant de montrer le théoréme, nous avons besoin d’une variante du théoreme de Gauss.

LeEMME 6.24: (LEMME D’ EUCLIDE)
Soit p un nombre premier et soient a, b € Z. Alors

plab = pla Vv p|b.

@5 DEMONSTRATION Supposons que p|ab. Distinguons deux cas.
e Si pla, alors la proposition pla V plb est vraie.

e Sip 1 a, alors pged(a,p) = 1, puisque p est premier. Le LEMME DE Gauss, appliqué a p|ab, donne alors p|b. La

proposition p|a V p|b est donc encore vraie.

Ainsi, dans tous les cas, pla V plb.

@5 DEMONSTRATION (THEOREME 6.23)

Nous démontrons séparément 1’existence et I’unicité de la factorisation.

o Existence.

Nous raisonnons par récurrence forte sur n > 2.

o KEtape initiale.
L'entier 2 est lui-méme premier ; il posséde donc une factorisation en nombres premiers.
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e Récursion.

Soit n > 2. Supposons que tout entier m tel que 2 < m < n soit un produit de nombres premiers, et considérons
n+ 1.

Sin + 1 est premier, il constitue a lui seul la factorisation recherchée. Sinon, il existe a, b € N tels que
n+1=ab, 2<a,b<n.

Par I’hypothese de récurrence, a et b sont chacun des produits de nombres premiers. En réunissant leurs facteurs,

nous obtenons une factorisation de n + 1 = ab.

Par récurrence forte, tout entier n > 2 est un produit de nombres premiers.

e Unicité.

Nous procédons de nouveau par récurrence forte sur n > 2.

o Etape initiale.

La factorisation de 2 est unique, puisque 2 est premier.

e Récursion.
Soit n > 2. Supposons 1’unicité établie pour tout entier m tel que 2 < m < n, et considérons n + 1.
Si n + 1 est premier, sa seule factorisation est le facteur n 4 1 lui-méme. Supposons donc que n + 1 soit composé

et qu’il possede deux factorisations en nombres premiers :

pip2--cpe = n+1l = qqg2--qx.-

Comme p1|q1Gs - - - qx, des applications répétées du LEmMmE D’EucLIDE montrent qu’il existe un indice ¢ tel que
p1/gi. Les nombres p; et g; étant premiers, on a nécessairement p; = ¢;. Apres avoir réordonné les facteurs g,

NOUS pouvons supposer que p; = ¢i.
En simplifiant ce facteur commun, nous obtenons

n+1
p1 ’

P2:--"Pe = Q2 qr =

Puisque n 4 1 est composé, cet entier est compris entre 2 et n. L’hypotheése de récurrence assure donc que les deux

factorisations restantes coincident a I’ordre pres. Il en va de méme des deux factorisations initiales de n + 1.

L’ existence et I’unicité sont ainsi démontrées.

Ona:6|1620,car6:2-3et1620:22-34-5.
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COROLLAIRE 6.25: (CRITERE DE DIVISIBILITE)

Soient m, n > 2 deux entiers. Considérons des nombres premiers distincts pq, . . . , pi, contenant tous les facteurs

premiers de m et de n, et écrivons

n = p?l...pgk et m = pfl...p£k7
ol a;, B; € Npour touti € {1,...,k}. Alors
min <= B;<a; pourtoutie {1,...,k}.
- J

@5 DEMONSTRATION  Voir EXERCICE 6.32.

6.3 Calcul modulaire sur les entiers

Le calcul modulaire consiste & ne retenir d’un entier que son reste dans une division euclidienne donnée. Commencons

par une situation familiere.

ExeEmMPLE: (QUEL JOUR SERONS-NOUS ?)

Nous sommes mardi et nous voulons déterminer le jour de la semaine dans 2583 jours. Numérotons les jours en

posant lundi = 0, mardi = 1, mercredi = 2, etc. Comme

142583 = 2584 = 369-7+1.

Aujourd’hui Dans 2583 jours

2583 jours
Lun [Mar| Mer Jeu Ven Sam Dim =369 X7 Lun|Mar/Mer Jeu Ven Sam Dim
0 2 3 4 5 6 > ol1)2 3 4 5 6

Le reste est encore 1. Apres 369 semaines completes, nous serons donc de nouveau mardi. Nous avons effectué

un calcul modulo 7.

Le probléme antique suivant demandera davantage d’outils.

« Mon panier peut contenir au plus cent ceufs. Si je le vide par trois ceufs a la fois, il en reste un; si je le vide par

huit ceufs a la fois, il en reste deux ; et si je le vide par sept ceufs a la fois, il en reste cinq. Combien ai-je d’ceufs ? »
(Voir [Damphousse 2002].)
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par3 (000 /(000 |+ +0 rester

par 3 [%‘ [Eﬁﬁ\ -+ () reste?2
par 7 ]@‘ ]@‘ + (00 restes

Nous allons définir les entiers modulaires, leurs opérations, puis les utiliser pour résoudre la devinette. Ce langage fut

systématisé par Gauss au début du XIXe siecle.

6.3.1 Entiers modulaires

DEFINITION 6.26: (CONGRUENCE MODULO 1)

Soit n € N*. Deux entiers a et b sont congrus modulo n lorsque n|(a — b). On écrit

a=b (modn).
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A REMARQUE  Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) a=b (modn);

@) nl(a—b);

i) n|(b-a);

@iv) a—-benz;
(v) JkeZtelquea="b+ kn.

Ona8=29 (mod 7),car 8 —29=—-21=-3-7.

THEOREME 6.27

Soit n € N*. La congruence modulo n est une relation d’équivalence sur Z : pour tous a, b, ¢ € Z,
(i)  a=a (mod n) (réflexivité);
(ii)) a=b(modn) = b=a (mod n)(symétrie);

(i) a=b(modn)Ab=c (modn) = a=-c (mod n) (transitivité).

@5 DEMONSTRATION

o Réflexivité. Puisque n|0 = a — a,onaa = a (mod n).
e Symétrie. Sin|(a — b), alors n| — (a —b) = b — a; ainsi, b = a (mod n).
e Transitivité. Si n|(a — b) et n|(b — ¢), alors

n|((a=b)+(b—c) =a—c

Donc a = ¢ (mod n).

Une relation d’équivalence regroupe les éléments partageant une méme propriété en classes d’équivalence. Ici, elle
regroupe les entiers ayant le méme reste dans la division par n. Le lecteur pourra consulter I’ANNEXE B pour une

présentation générale des classes d’équivalence et des ensembles quotients.

6.3.1.1 Classes de congruence

DEFINITION 6.28

Soient n € N* et a € Z. La classe de congruence modulo n de a est ’ensemble

la, = {b€Z|b=a (modn)}.
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ExemPLE: (LES CLASSES MODULO 3)

11 existe exactement trois classes :

[0]3 = 3Z,
[]s =3Z+1,
[2]3 = 3Z + 2.

En effet, la division euclidienne de tout entier par 3 produit un unique reste appartenant a {0, 1, 2}.

NOTATION

-
.

La classe de @ modulo n se note [a], = nZ + a. Lorsque le module n est fixé et qu’aucune confusion n’est
possible, on écrit plus simplement a.
Par définition,

benZ+a <= b=a (modn).

Ve
.

DEFINITION 6.29

On note Z/nZ "ensemble des classes de congruence modulo n. Ses éléments sont appelés entiers modulo n, ou

entiers modulaires.

A REMARQUE  Une classe @ = nZ + a est a la fois un sous-ensemble de Z et un élément de Z/nZ :

aCZ et acZ/nl

Prorosition 6.30

Soient n € N* et z, y € Z. Les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) z=y (modn);
(ii) ZT=ydans Z/nZ;
(iii) xenZ+vy;
(iv) yet;
v) nZ+z=nZ+y.

‘25 DEMONSTRATION  Voir I’EXERCICE 6.34.

6.3.1.2 Systéme de représentants

La division euclidienne fournit une liste finie contenant exactement un représentant de chaque classe.

Arithmétique Page 183 /213 Calcul modulaire



THEOREME 6.31

Soit n € N*. Alors

(i)  I'ensemble {0,1,...,n — 1} est un systtme de représentants des classes modulo n ; autrement
dit,
Z/nZ ={0,1,...,n— 1};

(ii) |Z/nZ| = n.

@5 DEMONSTRATION

o Existence.

Soit b € Z. Sa division euclidienne par n donne b = gn + r, avec 0 < r < n. Ainsi, b = r (mod n), donc b=T.

o Unicité.
Soient r, s € {0,...,n— 1} tels que 7 = 5. Alors n|(r — s). Or, |r — s| < n; le seul multiple de n possible est donc

0. Ainsi, r = s.

Chaque classe posséde exactement un représentant dans {0, ..., n — 1}, qui contient n éléments.

Nous pouvons maintenant définir des opérations sur les classes et vérifier qu’elles ne dépendent pas du représentant

choisi.

6.3.2 Addition et multiplication modulaire

DEFINITION 6.32: (OPERATIONS MODULAIRES)

Soit n € N*. Pour @, b € Z/nZ, on définit

S]]
+
>
I
S
+
o

(& J

A REMARQUE Dansa+b=a+0, I’opération 2 gauche se fait dans Z/nZ, tandis que celle a droite se fait

d’abord dans Z. Il en va de méme pour la multiplication.

ProposITION 6.33: (COMPATIBILITE AVEC LA CONGRUENCE)

Sia=ad (modn)etb="¥ (mod n),alors

a+b=d +b (modn),

ab=a't) (mod n).
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[ Les opérations modulaires sont donc bien définies. J

@5} DEMONSTRATION  Ecrivons @’ = a + kn et b’ = b + n, avec k, £ € Z.

e Pour I’addition,
a+b =(a+b)+nk+1),

donca’ + b =a+b (mod n).
e Pour la multiplication,
a't = ab+ n(al + bk + nkl),

donc a’b’ = ab (mod n).

A REMARQUE

On peut indifféremment calculer avec les classes ou avec n’importe lesquels de leurs représentants, puis réduire le

résultat modulo n.

ProposiTioN 6.34: (REGLES DE CALCUL)

L’ addition et la multiplication dans Z/nZ sont commutatives et associatives ; la multiplication est distributive sur

I’addition. De plus, 0 et 1 sont les éléments neutres respectifs, et 1’opposé de @ est —a.

@5 DEMONSTRATION 1 suffit de transporter les reégles de calcul de Z aux classes. Par exemple,

a(b+¢)=alb+c)=ab+ac=ab+ac.
Les autres vérifications sont analogues.

A REMARQUE DansZ, I’égalité ax = 0 avec a # 0 entraine x = 0. Ce raisonnement échoue parfois modulo
n. Par exemple, dans Z /47,
2.2=4=0.

La proposition suivante montre que ce phénomene disparait lorsque le module est premier.

ProPOSITION 6.35

Soit p un nombre premier. Pour tous T,y € Z/pZ,

Zy=0 <+ @=0)Vv(@w=0).
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@5 DEMONSTRATION  Légalité T = 0 équivaut a p|zy. Le Lemme b’ Eucripe donne alors (plz) V (ply).

c’est-a-dire (z = 0) V (g = 0). La réciproque est immédiate.

6.3.3 Eléments inversibles

Dans Z, seuls 1 et —1 posseédent un inverse multiplicatif entier. Modulo n, d’autres éléments peuvent devenir inversibles,

mais ce n’est pas le cas de toutes les classes.

DEFINITION 6.36

Soitn € N*. Un élément T € Z/nZ estinversible s’il existe J € Z/nZ tel que Ty = 1. Cet élément 7 est unique ;

on I’appelle I'inverse de Z et on le note 7~ *.

On note (Z/nZ)* I’ensemble des éléments inversibles dans Z /nZ.

EXEMPLE

1. DanstoutZ/nZ,onal ' =T1.
2. Dans Z/4Z, les seuls inversibles sont 1 et 3, et chacun est son propre inverse.
3. Dans Z/11Z, les paires d’inverses sont

11, 246, 344, 549, 748 10+« 10.

(. J/

D’apres I’exemple précédent, on constate par exemple que dans Z /47, il n’y a que deux éléments qui sont inversibles
bien que cet ensemble contienne 4 éléments. En effet, 1a proposition suivante nous démontre que ce ne sont pas tous les

éléments de Z/nZ qui sont inversibles.

ProrposiTiON 6.37

Soient n € N* et x € Z. Alors

T € (Z/nZ)* < pged(z,n)=1.

@5 DEMONSTRATION
(:>) Si 7 est inversible, il existe y € Z tel que T% = 1. Ainsi, zy = 1 (mod n), donc il existe k € Z
tel que
zy + kn = 1.

Le tHEOREME DE BEzouT entraine alors pged(x,n) = 1.
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(<:) Si pged(x,n) = 1, Bézout fournit y, k € Z tels que xy + kn = 1. En réduisant cette égalité

modulo 7, on obtient Z7 = 1. Ainsi, Z est inversible.

Gréce a cette proposition, nous pouvons plus particulierement caractériser les éléments inversibles dans Z/pZ si p est

premier. On confirmera par le fait méme nos observations faites dans I’exemple ci-dessus.

COROLLAIRE 6.38

Soit p un nombre premier. Tout élément non nul de Z/pZ est inversible. Si p est impair, les seuls éléments qui

sont leurs propres inverses sont L et —1 = p — 1.

@5 DEMONSTRATION Siz # 0, choisissons son représentant x € {1,...,p — 1}. Alors pged(z,p) = 1; la

PROPOSITION 6.37 montre que T est inversible.

Supposons maintenant p impair et 72 = 1. Alors

La pROPOSITION 6.35 donne T = T ou T = —1.

On peut alors déduire de ce corollaire cette caractérisation des nombres premiers, découverte par Wilson au XVIIle

siécle (et en fait, un siécle auparavant par Leibniz). On rappelle que n! =n-(n —1)---(n —2)...2- 1.

THEOREME 6.39: (WILSON)

Soit n > 2 un entier. Alors

nestpremier <= (n—1)!=-1 (modn).

@5 DEMONSTRATION

(:>) Supposons n premier. Les classes non nulles modulo 7 sont inversibles. D’ aprés le COROLLAIRE 6.38,
seules T et —1 sont leurs propres inverses ; les autres se regroupent en paires {@, @'} dont le produit
vaut 1. Ainsi,

n—1'=1-—1=-1.

(<—_—) Supposons (n — 1)! = —1 (mod n). Si n était composé, il posséderait un diviseur a tel que
1 < a < n. Alors a|(n — 1)! et, puisque n|(n — 1)! + 1, on aurait aussi a|(n — 1)! 4 1. Il s’ensuivrait

que a1, contradiction. Donc n est premier.

Arithmétique Page 187 /213 Calcul modulaire


https://fr.wikipedia.org/wiki/John_Wilson_%28math%C3%A9maticien%29
https://fr.wikipedia.org/wiki/Gottfried_Wilhelm_Leibniz

6.3.4 Théoreme des restes chinois

Nous avons maintenant tous les outils en main afin de déduire combien d’oeufs se retrouvent dans le panier de la
DEVINETTE 4. Comme lors de 1’étude des équations diophantiennes, nous voudrions tout de méme nous assurer qu’il

existe bel et bien une solution a ce probleme. Le théoréme suivant nous certifie précisément 1’existence d’une unique

solution.
THEOREME 6.40: (THEOREME DES RESTES CHINOIS)
Soient n, m € N* premiers entre eux et k, £ € Z. 1l existe un unique entier z € {0,1,...,nm — 1} tel que
x=k (mod n),
x=4{ (mod m).
. J

25 DEMONSTRATION

o Existence.

Le THEOREME DE BEzouT fournit «, 5 € Z tels que an + Sm = 1. Posons
xo = anl + Bmk.

Réduisons I’identité de Bézout modulo chacun des deux entiers. Modulo n, le terme an disparait; modulo m, c’est

le terme Sm qui disparait. Ainsi,

an+pm=1 = Pm=1 (modn),

an+pfm=1 = an=1 (modm).
Par conséquent,

xo = fmk =k (mod n),

zo=anl ={ (mod m).
Le représentant de Ty compris entre 0 et nm — 1 est donc une solution.

e Unicité.
Siz et z’ sont deux solutions, alors n|(z—x’) et m|(x—2’). Puisque n et m sont premiers entre eux, nm|(z—z’) (voir

I’EXERCICE 6.21). Ainsi, z = 2’ (mod nm). Comme z, 2’ € {0,...,nm — 1}, le THEOREME 6.31 donne z = .
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ExeEmMPLE: (LE PROBLEME DES (EUFS)

La DEVINETTE 4 revient a chercher un entier z tel que

x=1 (mod 3),
0 <x<100 et x=2 (mod 8),
x=5 (mod 7).

Résolvons successivement ces congruences.

e La premiere donne x = 3k + 1 pour un certain k& € Z. En réduisant cette égalité modulo 8, nous obtenons
3k+1=2 (mod8) <= 3k=1 (mod38).

Or3-3 =1 (mod 8):laclasse [3]s est donc son propre inverse. En multipliant la congruence 3k = 1 (mod 8)

par 3, on obtient £k = 3 (mod 8). Ainsi, k = 8/ + 3 et
x = 240+ 10.
e Ilreste & imposer t =5 (mod 7). Comme 24 = 3 (mod 7) et 10 = 3 (mod 7), cette condition devient
3+3=5 (mod7) <= 3(=2 (modT7).

Or3-5=1 (mod 7) :laclasse [5]7 est I'inverse de [3]7. En multipliant la congruence 3¢ = 2 (mod 7) par 5,
on obtient £ = 10 = 3 (mod 7). Il existe donc ¢ € Z tel que ¢ = 7t + 3, d’ont

T = 168t + 82.

La contrainte 0 < = < 100 force t = 0. Le panier contient donc exactement 82 ceufs.

6.3.5 Petit théoréme de Fermat

Nous terminons par un résultat fondamental d’arithmétique modulaire, formulé par Pierre de Fermat en 1640.

THEOREME 6.41: (PETIT THEOREME DE FERMAT)

Soient p un nombre premier et ¢ € Z. Si p ne divise pas a, alors

a?" ' =1 (mod p).

@5 DEMONSTRATION  Dans Z/pZ, les classes 1,2, ..., p — 1 sont toutes non nulles.

e Une permutation des classes non nulles.

Comme p ne divise pas a, la classe @ est inversible. La multiplication par @ permute donc les classes non nulles de

Z,/pZ. Par conséquent,

{a%m} - {Iim}
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e Le produit des classes.

En multipliant les éléments de ces deux ensembles, nous obtenons

a* ltp-1! = (p-1)

Puisque p ne divise pas (p — 1)!, la classe (p — 1)! est inversible. Nous pouvons donc la simplifier et conclure que

a1l =T1.

A REMARQUE

(i) Le théoreme d’Euler généralise le pETIT THEOREME DE FERMAT aux modules qui ne sont pas nécessairement

premiers.

(ii) Cette généralisation joue notamment un role dans le systeéme de chiffrement & clé publique RSA, trés utilisé en

sécurité informatique.

(iii) LEXERCICE 6.51 propose une autre formulation du pPETIT THEOREME DE FERMAT, valable pour tout entiera : a? = a

(mod p).

6.4 Exercices

Arithmétique dans 7Z

Exercick 6.1 (Division euclidienne)  Ecrire la division euclidienne de —514 par 35.

Exercice 6.2 (Divisibilité de 111111)  Montrer que 111 divise 111111.

Indice : 111111 = 111000 4 111.

Exercice 6.3 (Divisibilité par 11)  Montrer que 572 est divisible par 11.

Indice : 572 = 550 + 22.

Exercice 6.4 (Divisibilité et valeur absolue) — Vérifier que, si d,n € Z sont non nuls, alors d divise n si et seulement

si |d| divise |n|. Ici, |d| désigne la valeur absolue de d.

Exercice 6.5 (Propriétés de la divisibilit¢) Compléter la démonstration de la prorosiTION 6.3. Soient n, m, p des

entiers non nuls. Montrer que :
(iv) pln = plnm;
(v) plnetplm = p|n+metp|n —m;

(vi) plus généralement, p|n et pjm = p|an + bm pour tous a, b € Z.
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EXERcICE 6.6 (Premiers exemples d’idéaux)
(a) Montrer que I = {6a + 4b | a,b € Z} est un idéal.

(b) SiI estunidéal, montrerquel € [ <= I =Z.

Exercice 6.7 (Le plus petit commun multiple) Soient n,m & N*. Un multiple commun a n et m est un entier

strictement positif qui est multiple & la fois de n et de m.

(a) Montrer qu’il existe un unique plus petit multiple commun a m et a n. On ’appelle le plus petit commun multiple

de m et de n et on le note ppcm(m, n).
(b) Montrer que nZ N'mZ = ppcm(m,n)Z.
(c) Montrer que m/|p et n|p = ppcm(n,m)|p.

(d) Montrer que ppcm(m, n)|mn.

Exercick 6.8 (Relation entre le PGCD et le PPCM)  Montrer que si a, b € N*, alors ab = ppcm(a, b) - pged(a, b).

Exercice 6.9 (PGCD et divisibilité) ~ Soient n, m € N*. Montrer que pged(n, m) = n <= n|m.

Exercice 6.10 (Multiplication du PGCD par un facteur) Montrer que
pgcd(da, db) = |d| pged(a, b)

pour tous entiers non nuls a, b et d.

ExEercice 6.11 (Reconnaitre un idéal principal) Pour chacun des ensembles suivants, montrer que I est un idéal et

déterminer n € N* tel que I = nZ.
(@ I ={p2cx—2y|x,yecZ};
) I ={3z+9y— 15z | z,y,z € Z};
(©) I ={2170+34k | L,k € Z}.

Réponse: (a)l =2Z; ((b)I=3Z; (c)I=727Z.

ExEercice 6.12 (Diviseur d’une somme)  Soient a, b, ¢ des entiers non nuls. Supposons a et b premiers entre eux, et

supposons que c|a 4+ b. Montrer que pged(a,c) = 1 = pged(b, ¢).

Exercice 6.13 (Entiers premiers entre eux)  Montrer que, pour tout entier & :
(a) ketk+ 1 sont premiers entre eux ;
(b) ket2k + 1 sont premiers entre eux;

(c) 3k + 2 et 5k + 3 sont premiers entre eux.

ExERCICE 6.14 (Une équation dans N) ~ Soient a, b € N* premiers entre eux et tels que a® + a = 7b%. Montrer que a

divise 7, puis résoudre cette équation dans N.
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ExErcick 6.15 (Réciproque du lemme de Gauss) ~ Soient a, b € Z non nuls. Supposons que, pour tout ¢ € Z,
albc = alc

Montrer que a et b sont premiers entre eux.

ExErcicE 6.16 (Réciproque du théoréeme de résolution générale) Compléter la preuve du THEOREME 6.18. Soient
a,b,c € 7, ou a et b sont premiers entre eux, et soit (zg, yo) une solution particuliere de az: + by = c. Montrer que,
pour tout k € Z,

r=ux9+ kb et Yy =1vyo — ka

définissent un couple (z, y) qui est solution de I’équation.

Exercice 6.17 (Equation diophantienne — Examen 2010)  Résoudre 1’équation diophantienne 26z + 57y = 1.

ExErcIcE 6.18 (Equation diophantienne) ~ Résoudre 1’équation diophantienne 216x 4 92y = 8.

ExErcicE 6.19 (Equation diophantienne — Examen 2011)  Résoudre 1’équation diophantienne 33z + 91y = 1.

Réponse: x=-11+9lkety=4—33k,ouk € Z.

Exercice 6.20 (Equations diophantiennes linéaires) — Résoudre les équations suivantes.

(a) 12378z + 3054y = 6;
(b) 217z + 34y = 2;

(c) 217z + 34y = 3;

(d) 544z — 944y = 160.

Réponse : (a) x = 132 4+ 509k et y = —535 — 2063k ; (b) z = —26 + 34k ety = 166 — 217k; (c)
r= -39+ 34dkety =249 — 217k; (d) x = —260 — 59k et y = —150 — 34k, o0 k € Z.

ExErcice 6.21 (Produit de diviseurs — Examen 2010)  Soit n € N*, et soient a et b deux diviseurs de n. Montrer

que, si a et b sont premiers entre eux, alors ab divise aussi n.

Exercice 6.22 (PGCD d’un produit — Examen 2011)  Soient n, m,p € N*. On suppose que n et p sont premiers

entre eux.

(a) Soit d un diviseur de n. Montrer que d et p sont premiers entre eux.
(b) Soit d un diviseur commun a n et a mp. Montrer que d divise m.

(c) Montrer que pged(n, mp) = pged(n, m).

ExErcice 6.23 (Somme et produit — Examen 2011)  Soient a, b € Z. Montrer que, si a et b sont premiers entre eux,

alors a + b et ab sont aussi premiers entre eux.
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Nombres premiers

Exercick 6.24 (Deux nombres premiers a distance 15)  Déterminer les couples (p1, p2) de nombres premiers tels que

p1 —p2 = 15.

Exercick 6.25 (Un diviseur de (n — 1))  Montrer que tout nombre non premier n € N tel que n > 6 divise (n — 1)!.

Onrappellequen! =n-(n—1)---2-1.

ExErcIcE 6.26 (Diviseur premier d’un produit de nombres premiers)  Soient p, q1, . . . , ¢¢ des nombres premiers, non

nécessairement distincts. Si p divise ¢; - - - g7, montrer par récurrence qu’il existe ¢ € {1,..., ¢} tel que p = ¢;.

ExEercice 6.27 (PGCD et PPCM par factorisation)  Soient n et m deux entiers supérieurs ou égaux a 2 tels que
n=pit...p et mo=pip,
ou py, ..., P sont des nombres premiers distincts.
(a) Montrer que pged(m, n) = pi* -+ p¥, ol r; = min(n,;, m;).
(b) Montrer que ppcm(m,n) = pi* - - p*, ot 7; = max(n;, m;).

Exercice 6.28 (Irrationalité de /p) ~ Montrer que, pour tout nombre premier p, /p n’est pas rationnel.

ExERciICE 6.29 (Propriétés élémentaires des nombres premiers)
(a) Soit p un nombre premier. Montrer que, pour tout n € N*, pged(p, n) = 1 ou pged(p, n) = p.

(b) Soient p, ¢ deux nombres premiers. Montrer que, pour tout n € N*, p|¢" <= p = q.

Exercick 6.30 (Le crible d’Eratosthéne)  Soit n € N, avec n > 2. La méthode suivante permet de trouver tous les
nombres premiers compris entre 2 et n. Dressons la liste des entiers naturels de 2 a n. En la parcourant de gauche a
droite, conservons chaque entier qui n’a pas encore été rayé, puis rayons tous ses autres multiples. Répétons ce procédé

avec I’entier non rayé suivant.

(a) Montrer qu’il suffit d’effectuer les éliminations correspondant aux nombres premiers inférieurs ou égaux a 1/n.
(b) On note E,, I’ensemble des entiers compris entre 2 et n qui n’ont pas été rayés. Montrer qu’un entier p compris

entre 2 et n est premier si et seulement si p € F,,.

Exercice 6.31 (Polyndmes a valeurs premieres) Déterminer, pour chacune des expressions suivantes, les valeurs de

n € N pour lesquelles elle est un nombre premier.

(a) 2n% +Tn +6;
(b) 3n% +8n+5.

Réponse :  (a) Aucune valeur; (b)n = 0.



ExEercice 6.32 (Critere de divisibilité par factorisation) ~Compléter la preuve du corROLLAIRE 6.25. Soient n et m deux

entiers supérieurs ou égaux a 2 tels que

n:p?l.pz‘k et m:pgnl...p?k’
ou py, ..., Pk sont des nombres premiers distincts. Montrer que
mln <= m; <n; pourtouti € {1,...,k}.

Calcul modulaire sur les entiers

Exercice 6.33 (Calculer unreste)  Dans chacun des cas suivants, écrire une congruence de la forme A = r (mod n),
o0 r<n.

@ A=2"etn="7;

(b) A=23letn="7;

() A=272%—92% + 82,002 € Z,etn =9;

(d) n est un nombre premier qui divise A.

Réponse: (@) A=2 (mod7); (B)A=0 (mod7); ()A=1 (mod9); (d)A=0 (modn).

ExEercicE 6.34 (Caractérisations d’une classe de congruence) Compléter la preuve de la proposITION 6.30. Soient

n € N* et x,y € Z. Montrer que les énoncés suivants sont équivalents :
(i) =y (mod n);
(ii) T = y dans Z/nZ;
(iil) = € [y]n;
(iv) y € [2]n:
V) [2ln = [yln-

Exercice 6.35 (Une identité modulo 3)  Montrer que, pour tout z € Z,

Tx2 4+ 1232 = 1524 4 22

dans Z/3Z.

ExEercice 6.36 (Bézout sous forme modulaire)  Soient a,b € Z non nuls. Montrer que :
(a) il existe k € Z tel que ka = pged(a,b) (mod b);
(b) il existe ¢ € Z tel que ¢b € pged(a, b) + aZ.

Exercice 6.37 (Intersection de deux classes) Soientn € N* et a, b € Z. Montrer que les propositions suivantes sont

équivalentes :
() (a+nZ)N(b+nZ)#0;
(i) @ = bdans Z/nZ;
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(iii) a =b (mod n).
Exercice 6.38 (Unicité des représentants)  Soientn € N* et a,b € Z tels que 0 < a,b < n — 1. Montrer que
a=b <= (a+nZ)N(b+nZ)+#0.
ExEercice 6.39 (Déterminer les éléments inversibles)  Déterminer (Z/nZ)* pourn =5,n=8,n = 12etn = 15.

Exercice 6.40 (Produit d’éléments inversibles)  Soitn € N* et T, € (Z/nZ)*. Montrer que T - § € (Z/nZ)* et

que (Z-7)~t =7y~ -7 "

Exercick 6.41 (Inverses modulo 11)  Vérifier dans Z/11Z que

Exercick 6.42 (Inverse modulo 997)  Trouver Iinverse de 342 + 997Z dans Z/9977Z.

ExErcICE 6.43 (Inverse modulo 57 — Examen 2010) A la suite de I’ExErcICE 6.17, montrer que 26 + 577 est

inversible dans Z/57Z et calculer son inverse.

Réponse :  L’inverse de 26 + 57Z est 11 + 577Z.

ExERCICE 6.44 (Inverse modulo 91 — Examen 2011) A la suite de I'EXErcICE 6.19, montrer que 33 + 917 est

inversible dans Z /917 et calculer son inverse.

Réponse :  L'inverse de 33 + 917Z est 80 + 917Z.

ExEercice 6.45 (Un calendrier gigantesque) Sachant qu’aujourd’hui nous sommes lundi, quel jour de la semaine

serons-nous dans 101000000000 jourg 2

Réponse :  Nous serons vendredi.

Exercice 6.46 (Une suite de nombres composés)  Soit n € N, avec n > 2. Montrer que les nombres n! + 2, n! +

3,...,n!+ n ne sont pas premiers.

Exercice 6.47 (Une application du théoreme de Wilson)  Soit p un nombre premier tel que p > 5, et posons

(a) Montrer que N € N et que, dans Z/pZ,
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(b) Montrer que N = >"2~1 k% (mod p).
(c) En déduire que p divise V.

Exercice 6.48 (Résoudre une congruence linéaire)  Soient a,b € Z, n € N* et d = pgcd(a,n). Montrer que la
congruence ax = b (mod n) admet une solution si et seulement si d|b. Montrer que, dans ce cas, elle posséde exacte-

ment d solutions dans Z/nZ.
ExEercicE 6.49 (Un systeme de congruences)  Déterminer si le systeme suivant admet des solutions. Si oui, les décrire

et préciser modulo quel entier elles sont déterminées de maniere unique.

2z =3 (mod 5),
3x=1 (mod 4).

ExEercice 6.50 (Systemes de congruences)  Déterminer si les systemes suivants admettent des solutions. Dans chaque

cas ou il en existe, les décrire et préciser modulo quel entier elles sont déterminées de maniere unique.

z=1 (mod 2),
5x=1 (mod 7), 2r =4 (mod 6),
(a) (b) (©) r=2 (mod 3),
3x=1 (mod 5), 3z =3 (mod 10),
x=3 (mod 4).

Réponse: (a)x € 17+ 35Z; (b)x € 11+30Z; (c)z €1l +127Z.

Exercice 6.51 (Une autre forme du petit théoreme de Fermat) Soient a € N et p un nombre premier. Montrer, par

récurrence sur a, que p divise a” — a.

Indice : Utiliser la formule du bindme de Newton et le fait que p divise (z) pour 1 < k<p—1.



Annexe A
Rappels de géométrie

Ce chapitre rassemble quelques notions élémentaires de géométrie considérées comme préalables au cours. Ces notions,
normalement déja acquises, sont rappelées ici afin de fixer les définitions et les notations qui seront utilisées dans la

suite, et de fournir au besoin une référence rapide.

A.1 Parallélogrammes, carrés et rectangles

DEFINITION A.1: (QUADRILATERE)

Un quadrilatére ABC'D est la donnée de quatre points A, B, C, D € P non alignés.

¢ D

A A

Un quadrilatere est dit convexe si ses cotés ne se croisent pas (figure de gauche), et non convexe si deux de ses

cOtés se croisent (figure de droite).
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ProposiTION A.2

La somme des angles d’un quadrilateére convexe est de 0 = 2.
C
D B
A
CBA = BAD = ADC = DCB = 2r

-
-

DEFINITION A.3: (CARRE)

Un carré est un parallélogramme dont les cotés sont tous égaux et dont les angles sont égaux.

D C
L L

[ 1 [

A B

Laire d’un carré est égale 3 AB2, ou AB est la longueur de son coté [AB].

-
(.

ProrosiTiON A 4

(i) Les angles d’un carré€ sont tous égaux a 5 (angle droit);

(ii) ABCD estuncarré <= ses diagonales sont de méme longueur et sont perpendiculaires.

DEFINITION A.5: (RECTANGLE)

Un rectangle est un parallélogramme dont un angle est droit.

D c
|

A B

L aire d’un rectangle est égale 8 AB - BC.
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ProposiTION A.6

Un parallélogramme est un rectangle <= ses diagonales sont de méme longueur.
D C
A B

-
(.

A.2 Triangles

DErINITION A.7: (TRIANGLE)

Un friangle ABC est la donnée de trois points A, B, C' € P non alignés.

A

Ve
(N

DerintTION A.8: (MEDIANES)

On appelle médianes de ABC les trois droites passant par un sommet et par le milieu du c6té opposé.

C

-
.
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ProposITION A.9

Les médianes de ABC sont concourantes (c-a-d elles se coupent toutes au méme point). Ce point d’intersection

est le centre de gravité de ABC, noté G

DErFiNITION A.10: (MEDIATRICE)

La médiatrice du segment [AB] est la droite perpendiculaire a (AB) passant par le milieu de [AB].

A M"B

AM = MB

(. J
ProrosiTiON A.11

Les médiatrices de ABC se coupent en le centre du cercle circonscrit au triangle ABC noté O.

C

C
A5
(@] (0]

OA=0B=0C

. J

A REMARQUE  Le centre du cercle circonscrit d’un triangle n’est pas forcément situé a I’intérieur du triangle,
comme [’illustre la figure de droite de la proposition précédente. Cette situation a lieu dés qu’un des angles du triangle

£ 8T
est supérieur a bR
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DEFINITION A.12: (HAUTEURS D’UN TRIANGLE)

On appelle hauteurs de ABC les trois droites passant par un sommet et perpendiculaires a la droite qui supporte

le coté opposé.

1 L

B P c P B C

Dans les deux cas, la droite (AP) est la hauteur issue de A.

ProposiTiON A.13

Les hauteurs de ABC' sont concourantes en 1’orthocentre H.

A

A

Wi

(. J

\Ud

A REMARQUE Lorthocentre d’un triangle n’est pas forcément situé a I’intérieur du triangle, comme 1’illustre

la figure de droite de la proposition précédente.

DEFINITION A.14: (BISSECTRICE)

La bissectrice d’un angle est la droite issue de son sommet qui partage cet angle en deux angles de méme mesure.

C
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PropoSITION A.15

Les bissectrices de ABC sont concourantes en le centre du cercle inscrit dans ABC.

C

Ve
(.

DEFINITION A.16: (TRIANGLE ISOCELE)

Soit le triangle ABC. Les trois situations suivantes sont équivalentes :
(i) ABC estisocéle en C';
(ii)y AC = BC;
(iii) BAC = ABC.
C
A B
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DEriNITION A.17: (TRIANGLE EQUILATERAL)

Soit le triangle ABC. Les trois situations suivantes sont équivalentes :
(i) ABC est équilatéral ;
(ii) AB = BC = CA,;
(iii) ABC = BCA = CAB.

DEriNITION A.18: (TRIANGLE RECTANGLE)

Un triangle est un triangle rectangle s’il posseéde un angle droit. Le triangle ABC' suivant est rectangle en A :
C
A B
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Annexe B

Relations d’équivalence

Nous allons nous intéresser ici aux relations qui servent a regrouper les éléments d’un ensemble par « familles ». On
pourrait par exemple définir une relation qui regroupe les cartes d’un jeu de cartes par couleurs : c’est une relation

d’équivalence.

DEFINITION B.1: (RELATION)

Soit E un ensemble. Une relation R sur E établit, entre certains éléments de E, un lien.
Siz,y € E, on écrit
TRy

pour signifier que z est en relation avec y.

Le symbole < définit une relation sur R : deux nombres réels x et y sont en relation lorsque x est strictement plus

petit que y. On écrit alors x < y.

DEFINITION B.2: (RELATION D’EQUIVALENCE)

Soit E un ensemble. On dit que la relation ~ est une relation d’équivalence si ~ est :
Réflexive: Nx e E, x~x;
Symétrique : Vr,y€ E, z~y — y~<zx;

Transitive: Vz,y,z€ E,x~yAy~z — x ~ 2.

(N J
EXEMPLE

Si E = {les habitants du Québec}, on peut définir la relation suivante :

T ~ Yy <= zetyontle méme prénom.

Il s’agit bien d’une relation d’équivalence. Sans en faire une preuve rigoureuse, on remarque tout de méme ceci :
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e Alex Dumas ~ Alex Dumas;
e Alex Dumas ~ Alex Smith <= Alex Smith ~ Alex Dumas;

e Alex Dumas ~ Alex Smith A Alex Smith ~ Alex Bouchard — Alex Dumas ~ Alex Bouchard.

EXEMPLE

Soit E un ensemble quelconque et considérons la relation ~ sur E définie par :
T~y = =Y.
Autrement dit, ~ est 1’égalité sur E. Alors ~ est une relation d’équivalence :

r=x, T=Yy << y=2x, etsix=y et y=z, alors z =z

-
-

B.1 Classes d’équivalence et ensemble quotient
Plongeons un peu plus profondément dans 1’ abstraction.

DEFINITION B.3

Soit E un ensemble et ~ une relation d’équivalence sur E.

1. Laclasse d’équivalence de a € E est le sous-sensemble de
[a = {z€E|x~a}

2. Une classe d’équivalence de ~ est un sous-ensemble A de E, tel qu’il existe a € E vérifiant A = [a].

3. L’ensemble des classes d’équivalence est noté E/~ et est appelé ’ensemble quotient de E par ~.

(&

A REMARQUE

e [’ensemble quotient E/N est un objet de premieére importance en mathématiques. Il est trés important de bien

(&

en comprendre la nature : les éléments de E/~ sont les classes d’équivalence de ~, en d’autres termes, des
sous-ensembles de E. Donc E/~ C P(E).

e Une classe d’équivalence n’est jamais vide : a € [a] car a ~ a.

EXEMPLE

On reprend dans 1’ordre les deux exemples précédents.

e {les habitants du Québec}/w est en bijection avec 1’ensemble des prénoms représentés au Québec.

e Dans le cas de la relation “ = 7, les classes d’équivalence sont les singletons de F, c’est-a-dire les sous-

ensembles a un élément de £. Donc E/: est « en bijection » avec E.

-
(.
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ProrosiTioN B.4

Soit ~ une relation d’équivalence sur E et x,y € E, alors

) zely < [z =1y
(i) [z]Nyl #0 <= [z] = [y]. Autrement dit, deux classes d’équivalence A\, \' € E/~ sont

disjointes si et seulement si A # \'.

@5 DEMONSTRATION

(i) (:>) Supposons que z € [y] (c-a-d z ~ y). Il faut montrer une double inclusion.
[] C[y]: Soit z € [x]. On a alors z ~ x et  ~ y. Par transitivité de ~, on obtient z ~ .
Ainsi z € [y] et donc [z] C [y].
[y] € [x]:  Soit maintenant z € [y]. On a alors z ~ y et y ~ x. Comme auparavant, on peut

conclure par transitivité de la relation ~ que z € [z] et donc que [y] C [z].

(<:) La réciproque est triviale.
(ii) (:) y] # 0, alors il existe z € [x] N [y]. Donc x ~ z etz ~ y. Dotz ~ y. Donc
x € [y] ety € [ ]. Par (i) on conclut a I’égalité.
(<:) La réciproque est triviale.

B.2 Systeme de représentants des classes d’équivalence

Si on prend la relation d’équivalence sur I’ensemble d’un jeu de cartes : deux cartes sont en relation si et seulement si
elles sont de méme couleur. Alors les classes d’équivalences des cartes sont en bijection avec I’ensemble des couleurs :

a chaque classe d’équivalence correspond une couleur. C’est 1a que réside 1’idée de systeme de représentants.

DEFINITION B.5: (SYSTEME DE REPRESENTANTS)

Soit ~ une relation d’équivalence sur E. Un sous-ensemble I de E est un systéme de représentants des classes
d’équivalence de ~ si pour tout classe d’équivalence A € E/N, il existe un unique = € I tel que A = [z]. Les

éléments de I sont les représentants.

EXEMPLE

Prenons f : R — R la fonction définie par f(x) = 2. Regardons la relation d’équivalence sur E :

zvy = f(e) = fy)

Alors I = RT est un systéme de représentants des classes d’équivalence de R. En effet, dans chaque classe

A ={-a,a} € E/~iln’y aqu’un unique élément positif z € I et on a bien [z] = A.
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ProrosiTiON B.6

Soient E un ensemble fini, ~ une relation d’équivalence sur F, et I un systeme de représentants de E/N. Alors

] = .

@5 DEMONSTRATION  Notons k = |I|. Par définition de I, on peut alors écrire I = {1, ...z} avec les z;
distincts. 11 s’ensuit que E/~ = {[z1],.. ., [zx]} et donc que |E/~| = k = |I].

B.3 Exercices

Exercice B.1 ~ Soit ~ la relation sur R définie par :
r~y = [z =yl
(a)  Montrer que c’est une relation d’équivalence et déterminer son ensemble quotient ]R/N.

(b)  Montrer que RT est un systéme de représentants des classes d’équivalence de ~.

Exercice B.2  Sur’ensemble £ = {1,2,3,...,30}, définissons la relation ~ par : i ~ j si tout nombre premier p
qui divise ¢ divise aussi j. Vérifier que ~ est bien une relation d’équivalence, écrire I’ensemble quotient et trouver un

systeéme de représentants.

Exercice B.3  Soient ~, et ~; deux relations d’équivalence sur E. Montrer que la relation ~ sur E définie par :
zvy = (T~ay ATy y)

est une relation d’équivalence. Décrire les classes d’équivalence de ~ en fonction de celles de ~, et de ~y,.
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report de longueurs, 67

soustraction, 71

triangle équilatéral, 76
cube, 65

démonstration
équivalence, 8
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raisonnement, 21
réciproque, 8
divisibilité, 160
division euclidienne, 158
division euclidienne des polyndmes, 146
droite
droites coplanaires, 57
droites orthogonales, 61
droites paralleles, 57

vecteur directeur, 98

énoncé mathématique, 4
et, 6
négation d’une proposition, 5
notation, 5
ou, 6
proposition, 5

ensemble, 9
complémentaire, 12
différence, 12
élément, 9
ensemble des parties, 12
inclusion, 11
intersection, 12
produit cartésien, 13

union, 12



vide, 9 premiere forme, 128

ensemble quotient, 206 produit cartésien, 13
entiers premiers entre eux, 169 produit scalaire, 104
équation diophantienne linéaire du premier ordre, 171 proposition
Eratosthene, crible de, 193 existentielle, 6
Euclide, lemme de, 178 universelle, 6

Pythagore, théoreme de, 42, 106
Fermat, petit théoréme de, 189

formule de De Moivre, 122, 131 quantificateur, 6
existentiel, 6

Gauss, lemme de, 171 .
universel, 6

idéal de Z, 162

isométrie, 137

réflexion, 138
régle du parallélogramme, 39, 93
médiatrice, 45 relation

multiple d’un entier, 161 réflexive, 205

symétrique, 205

nombre complexe transitive, 205
argument, 121 relation d’équivalence, 205
racines de I'unité, 124 repere affine de I’espace, 103

nombre premier, 175 repere affine du plan, 99

nombres constructibles, 70 repere orthonormé, 104

plan symboles
plans paralleles, 57, 59 =, 7
plans perpendiculaires, 61 —,8

plan médiateur, 64 N, 12

plus grand commun diviseur (PGCD), 164 U, 12

plus petit commun multiple (PPCM), 191 ?,9

points coplanaires, 57 4,6

polynéme, 141 v, 6
addition, 142 €9
degré, 141 C, 10
division euclidienne, 146 N, 10
évaluation, 144 Q, 10
mondme, 141 R, 10
multiplication, 143 Z, 10
polyndme nul, 141 P(E), 12
racine, 144 ¢,9

position relative d’un plan et d’une droite, 53 c, 11

position relative de deux droites, 51, 57 G, 11

position relative de deux plans, 54 o, 11

postulat des paralleles, 56 x, 13

preuve par récurrence, 127 3,6

deuxieme forme, 129 nZ, 161



Thales, théoreme de, 44 triangles semblables, 39

théoreme des restes chinois, 188

théoreme du toit, 57 vecteur, 87

théoréme fondamental de I’algebre, 144 addition, 90

théoreme fondamental de I’arithmétique, 177 égalité de vecteurs, 88

transformation du plan multiplication par un réel, 93
homothétie, 96, 134 relation de Chasles, 90
rotation, 137 vecteur nul, 90
similitude, 138 vecteur opposé, 90
translation, 89, 133 vecteurs colinéaires, 97

triangle, 34 vecteurs coplanaires, 101
centre de gravité, 50, 81 vecteurs orthogonaux, 104
cercle circonscrit, 47 vecteur directeur, 98

orthocentre, 48

triangles isométriques, 38 Wilson, théoréme de, 187
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